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Sinopsis del trabajo La fisica es una ciencia experimental. Los fisicos observan los
fenbmenos naturales e intentan encontrar los patrones y
principios que los describen. Tales patrones se denominan
teorias fisicas 0, si estan bien establecidos y se usan
ampliamente, leyes o principios fisicos (Young & Freedman,
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2009). De acuerdo al plan de estudios en la aplicacion de la
integral indaga, como matematicamente se describe el
fenomeno de posicion y desplazamiento en el tiempo generando
un area o region de influencia, un volumen respecto a un
fenbmeno de rotacion, capacidad, almacenamiento u otro y
estudios de trayectoria relacionadas con la longitud de arco.
(zill, 2011)

De acuerdo a la programacion del curso Calculo Il en Ingenieria
Ambiental, el estudio de area bajo la curva, volumen y longitud
de arco es parte integral del desarrollo de estudio para el
periodo 2015-1, en este sentido se ha propuesto a los
estudiante de curso un aprender aplicando “la ley de la
novedad”, segun la cual todo acontecimiento o conocimiento
novedoso e insdlito, se aprende mejor que lo que sea rutinario o
aburrido (Bermudez Rochas, 2012).

Para el fin de la novedad, se acordé con los estudiantes
determinar el correcto establecimiento de las teorias
matematicas en el estudio de area bajo la curva, volumen y
longitud de arco, observable en el instrumento que se muestra
en la Imagen 1.

Imagen 1. Instrumento de laboratorio.

A grupos de dos personas fueron asignados un objeto de caida
y un angulo, el grupo debe establecer la funcién matemética
del area bajo la curva, el volumen del objeto de caida y la
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longitud de arco resultante del movimiento. Segun el fenédmeno
observado es necesario formular, describir y determinar las
caracteristicas del mismo con las teorias y fundamentos que de
acuerdo a las notas de textos de referencia haga posible
explicar la aplicacion.

Con la asignacion de las especificaciones, el estudiante se
confronta con un problema o caso de estudio en un grado
significativo de experimentacion y demostracion, incentivandolo
a la indagacion y el aprendizaje basado en problemas;
convirtiéendose esta en una situacion relevante para los
participantes en la toma de decisiones.

El correcto andlisis de cada grupo deber4d cumplir con
afirmaciones basadas en los conocimientos del movimiento
sustentadas en las evidencias asociadas que presentan
solucién a las componentes relacionales del area bajo la curva,
volumen, y longitud de arco, acorde con un método de
evaluacion por experiencia y aplicacién del fundamento teérico
(Instituto Colombiano para la Evaluacion de la Educacion ICFES
, 2015).

Finalmente, la participacion de los estudiantes en esta
experiencia y en la semana de la facultad de arquitectura e
Ingenieria de la Instituciébn adquieren una dimension mayor en
la capacidad de andlisis l6gico y sisteméatico respecto al caso de
estudio y los fendbmenos que les rodean (Baltazar Murrieta,
2009).
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Introduccion

Cuando estudiamos el problema del 4rea bajo la curva y la longitud de arco
analizamos que tanto el valor del &rea debajo de la gréfica de una funcién
como la distancia recorrida por un objeto (esfera) se puede calcular
aproximadamente por medio de la aplicacién de la integral definida; En este
trabajo veremos Demostracién correcta de érea, volumen del sélido y
longitud de arco, haciendo uso de la teorfa de aplicacién del calculo integral
(swokowski earl W Cole, 1998), a partir de la integral definida. Las
aplicaciones contenidas en este trabajo son sélo una muestra del uso de la
rama de las ciencias exactas como son: Matematicas, Estadistica, Fisica y
Célculo. (matematicas, 2010)

1, Hallar experimentaimente la ecuacién de la trayectoria de un proyectil
(esfera) lanzado desde una rampa y angulo inicial (33.73°) que hace el
efecto del movimiento caiga bajo el efecto de la gravedad

2. Calcular, a partir de los datos experimentales, el drea de Ia regién que
est4 bajo el movimiento, volumen del objeto lanzado, longitud de arco

Materiales

Equipo de prueba MRUA,

flexémetro

vemier o pie de rey

elemento auxiliar de prueba (bola, esfera, u otro).
camara

Se utilizo el equipo de prueba MRUA (figura 1) dejando caer la esfera
desde una inclinacién ya obtenida por los célculos realizados antes, se
deja caer con velocidad inicial cero y en su trayectoria forma un
movimiento semi-parabélico tomando una velocidad final, formando una
curva (figura 2) y a partir de esta se inicia la demostracién de la aplicacién
de la integral definida

1. y = —1,60x% — 0,667x + 0,784

.52
2. [3°%(~1,60x* + 0,667x + 0,784)dx

4 L= (VI+(—3212x — 0,667)%) dx

Datos Resultado
volumen de la esfera 0.1185 m?
érea bajo la curva 0.242 m?
area bajo la rampa 0.0457 m?
area del rectangulo en el 0.317 m?
cuadrante 3
area de todo el movimiento 0.605 m?
Longitud de arco 0,9495 m?

s N ~994 ; L
Resultados

« El drea que se encuentra bajo la curva es proporcional a los movimientos.
Estas areas se dividieron en partes bajo la curva (ecuacién 3) y rectangulo,
todos los resultados se encuentran en |a tabla 1 de resultados

Teniendo en cuanta la ecuacion 4 de longitud de arco es la medida de
la distancia o camino recorrido a lo largo de una curva, (Larson) es una
parte de la longitud de una circunf ia, el Itado obtenido por la
ecuacién anterior es de 0,8495m.

El movimiento semiparabolico que se efectud al salir de |a rampa es una
curva creciente ya que el alcance en “y” es proporcional a “x2%, (Jr, 1990)

esto quiere decir que hay un mayor alcance en el eje y que en el eje x con
respecto al tiempo.

El volumen de la esfera se trato con la ecuacién 2 ya que se tomo el
didmetro de la esfera con el pie de rey y el resultado esta en la tabla

Figura 1: equipo de prueba MRUA

Figura 2: drea bajo la curva

+ La Integral definida se utiliza principalmente para el calculo de areas y
volimenes de regiones y sélidos de revolucién (Diaz hernando, 2000). Este
trabajo fue basado a través de lo que se ve a diario, se relaciona con la fisica.

« El movimiento semiparabolico se localiza en 2 ejes e‘s‘paclﬂcos alu"x" y “y" los
cuales compuestos por el to rectilineo L uj
lerad { te dan ap

y ur
lacién de una curva (uriel, 2013)

P
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Intr io P
troduccion Analisis de resultados

La integral definida es un concepto utilizado para determinar el valor -El &rea total que recorre la esfera con perforacién desd

de las 4reas limitadas por curvas y rectas.” (Hiru.com, Integral) Al lanzamiento hasta que toca el suelo, fue de 0,368m?, se obtu?/ saul
definirla, podré calcular el &rea que forma el movimiento descrito por sumar las éreas de movimiento rectilineo , movimiento semi arabél'go
la esfera con perforacién, dejando en el pasado el mito de la parte rectilinea bajo la mesa. & 0¥
integracién como un concepto fundamental del calculo y del anélisis

matematico sin aplicacién alguna en la vida cotidiana. -la longitud de arco fue 0.822m, se hallo aplicando derivada y diferentes

conceptos de integracion aprendidos en clase de calculo |I.
Es claro Afirmar que a través del uso del célculo diferencial en

conjunto del integral podemos observar el comportamiento que toma -El volumen total de la bola hueca fue de 1.9796x10'3m, esta se logré

una funcién a escala real, eliminando el pensamiento paradigmatico obtener gracias a que se partié la bola hueca en dos, de‘spués se hallé

de la poca aplicabilidad del calculo en nuestra cotidianidad. el primer volumen por el método de cascarones y el ‘segundo por el de
. ) s ; disco, por ultimo estos dos volimenes se sumaron para obtener un

También se comprobara la estrecha relacion existente entre la fisica y volumen total de 1.9796x10"m

la matematica, siendo estas dos, ciencias bésicas primordiales para

los ingenieros, y aplicables fuera del aula de clase, dejando de ser -El porcentaje de error fue de 22.37%, es alto porque durante la practica,

materias tericas para convertirse en materias practicas.
Objetivos

al dejar caer la bola hueca por |la mitad de la rampa se iba hacia un lado,
el efecto de la gravedad y el posible error que se pudo cometer al marcar
el punto en el que la bola golpeaba con el suelo, se puede afirmar que el
El objetivo principal de este informe es a partir de unos datos tomados porcentaje de error obtenido fue razonable.

en un experimento practico, determinar el area, volumen y longitud Imagen 2: equipo de prueba MRUA Imagen 3: bola hueca

bajo la curva producida durante la préactica, haciendo uso de los
conocimientos adquiridos a lo largo del aprendizaje de las ciencias
bésicas y en este curso de célculo integral.

Material y métodos

Materiales

-equipo de prueba MRUA

-Bola hueca

-pie de rey

-Cronometro

ARG -En conclusién el experimento realizado cumple con una gran relevancia e
Método importancia para un ingeniero ambiental ya que su aplicabilidad es muy
Se tomo el equipo de prueba MRUA en una inclinacién dada que fue extensa en problemas a los cuales nos tengamos que enfrentar, por
de un 4ngulo 6, se coloco este mismo sobre una mesa, después se ejemplo si se tiene el perfil de un terreno y quieres calcular volimenes de
dejo rodar una bola hueca (objeto para hallar el volumen, area y excavacion. Otro ejemplo si tienes una curva con valores de consumo de
longitud bajo la curva), por la rampa del equipo de prueba hasta caer agua cada hora (que se obtienen mediante caudalimetro), integras la
al suelo y de alli se marco la posicién donde cayo(esto se repitio tres curva y te da el volumen diario consumido. Este también nos sirve para
veces para sacar una media), a partir de lo anterior se tomaron las hallar el 4rea bajo la curva de una Planta Perfil, las plantas perfiles es
medidas, el angulo y los tiempos necesarios del equipo de prueba pasar las curvas de nivel de dicho mapa a papel milimetrado y asi
MRUA, de la bola hueca, la mesa y el desplazamiento que realizo la observar la forma del terreno y hallarle el 4rea tanto por debajo como por
bola; esto fue indispensable para darle solucién a este trabajo el cual encima de la curva. Usar la integral definida para resolver problemas
su objetivo es formular y determinar el 4rea bajo la curva, la longitud précticos de la Ingenieria.

del arco y el volumen de la bola hueca.
-Se puede afirmar que se cumplieron los objetivos principales que son

formular y determinar el érea bajo la curva, la longitud del arco y el

volumen de la bola hueca, ademas se logré identificar la aplicabilidad de

Imagen 1: tabla de resultados estos a escala real con problemas de la vida cotidiana.
| A Area | Area ‘ 4 I
Formula | rectiinea semi Bajola Total -Los errores de medicién pueden provenir del experimentador, el equipo
| parablica mesa de prueba MRUA y el sistema fisico del que se desea medir alguna
-Area bajo la curva \ : ; magnitud.
b 003856 m’ 0.15m’ 0.18m* 368 M
i L fo | Probl Itos de pl inclinad
A i [1] Quintero. E, (2010). Problemas resueltos de plano Inclinacdo.
Longl:tUd ol N/A 0.822m N/A 0.822m Bucaramanga (Colombia).
L= [ J1+[f(0dx L (2] Zill, D. G. y Wright, W.S. (2011). Célculos transcendentes tempranos
, 4 ed. México, D.F: McGraw-Hill Companies, Inc.
Meétodo de cascarones Yohrun Dbjets wiins e [3]  centros5.pntic.mec.es, (sin  fecha). Célcul: integral,
b 9.126x10"m : - i o
= 4] Ayres.F y Mendelson. J. E, (1991). Célculo diferencial e integral. 3 ed.
A I" i o 19786410 &\Javaca (Madrid): McGraw-Hill Companies, Inc.
-Método de disco : [5] Triana C. y Rincén K., (2010). Areas bajo la curva. Recuperado el
br R Y 26/05/2010, http://calculo-central blogspot.com/2010/05/calculo-inteqral:
vV =mn[ [R(x))*dx it
j e [6] Tareas plus, (2012), area bajo la curva parte uno,
PRI g nngg://w‘yogtuge.com/nggn?v=zgwgg§32m54
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Introduccion

Para el trabajo que a continuacion se presenta se realizé una practica relacionada
con el tema de Caida Libre y Tiro parabdlico en donde se deja caer un objeto a un
angulo determinado de inclinacion, en donde se tiene en cuenta distancia de donde
se deja caer, asi como la distancia a donde cae el objeto, tiempo que demora el
objeto en caer, aceleracion velocidad, asi como otras variables, de !gual manera
se lanza otro objeto también con un angulo definido de inclinacion donde se
determinan las mismas variables anteriormente mencionadas, se resuelven las
ecuaciones pertinentes de cada tema analizando el resultado de cada una de ellas
y se llega a unas conclusiones concretas, se muestran los diferentes datos
tomados en dicha practica, se muestra un marco teérico referente a los casos
presentados, y se ensenan fotografias de materiales y herramientas utilizadas

- Formular, describir y determinar el comportamiento de un cuerpo aplicando
los conceptos de caida libre y tiro parabodlico

- Analizar cada uno de los caso de movimiento dando respuesta a las
incognitas que alli se presentan

Material y métodos

Material

+*Equipo de prueba MRUA
+Esfera hueca

*Bomba con Arena
*Flexémetro

«Calibre o Pie de Rey
*Cronémetro

*Camara

Método: En la practica realizada sobre Caida Libre y Tiro Parabolico, al iniciar
dicha practica se procedio a solicitarle al docente el préstamo de los materiales
o herramientas con los que se iban a tomar dichos datos, el equipo de prueba
MRUA consta de dos tablas de madera unidas por dos pedazos rectangulares
de madera, que hacia que se formaran diferentes angulos de inclinacion,
también constaba de un resorte, el cual permitia arrojar un objeto determinado
a una distancia X. los materiales con los que se iban a tomar los datos fueron
los siguientes: una inclinacion de 4 dada por el docente, una esfera hueca y
una bomba con arena, se empezo con la practica de caida libre donde se
tomaron distancia desde donde se dejo caer el objeto hasta el punto final y
tiempo que tarda en caer, después se continuo con la practica de tiro
parabdlico donde se tomaron distancia a la que se lanza el objeto de igual
forma distancia final, velocidad que alcanza el objeto en sentido al eje de las
«x» y al eje de las «y» asi como velocidad final, altura maxima, tiempo de vuelo

y tiempo total, y por ultimo se hayo el angulo de inclinacion utilizando la ley de
coseno

Tabla 1. Tiro Parabdlico

Férmula Resultado
Vx: Va cos 6 0.7349 m/seg
Vly: Va sen 8 0.6781 m/seg
Xb: Vacos Bt + Xa 49.9732 m
Tv: 2ts 85.75 seg

Vb: Vasen®-g*t -665.7219 m/seg
Yp: Ya+Vasen6t-Y-337630.4499 m
gt?

Vf=Vx + Vb

- 664.987 m/seg
CosB:h-la-lo

-2*%la*lo 42.7°
Tabla 2. Caida Libre
Férmula Resultado

Yb=Ya+Vat-%gt2 -29723.85m
Yb=Ya+(Va+Vb) t Vb=-381.1038 m/seg

2
T=(1)-1 77 seg
Yb=Ya+(Va+Vb)t Yb=-14671.3713 m
2
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Resultados

Al realizar la practica de tiro parabdlico, en donde por
herramienta de prueba MRUA, se lanza con la banda que
objeto, como se observa en la imagen inferior derecha y se tiene i
resultado que el objeto alcanza una velocidad en el eje de las x de 07349
m/seg, la velocidad respecto al eje de la y obtiene un resultado de 0.6781
m/seg, tiene una distancia final de 49,9732 m, el objeto alcanza un tiempo de
vuelo de 85.75 seg, una velocidad final de — 6657219 m/seg, el objeto logra
una altura maxima de — 337630.4499 m, el angulo de inclinacion se hayo por
la ley de coseno y se obtuvo un angulo de 42.7°.

Al realizar la practica de caida libre en donde por medio del equipo de prueba
MRUA se deja caer un objeto con una inclinacién dada por el docente como
se observa en la imagen superior derecha y se tienen como resultados los
siguientes: el objeto alcanza una velocidad maxima de — 29723.85 m una
velocidad final de -381.1038, el objeto realiza esta trayectoria en un tiempo
de 77 seg

Imagen 1. Equipo, caida libre y tiro parabélico

Considerando el equipo de prueba de la imagen 1, es posible determinar que por
medio de un plano inclinado, la experiencia de caida libre se validé de la siguiente
manera, la velocidad inicial dio como resultado 0 pues no se tenian datos de una
velocidad inicial por ende se toma como 0, al dejar caer un objeto la gravedad actua
sobre él, lo que hace que el resultado de con un signo negativo tanto en la
velocidad maxima como en su velocidad final, también se hayo un tiempo de
trayectoria utilizando las ecuaciones ya conocidas.

En el caso de tiro parabdlico, utilizando el equipo de MRUA que se observa en la
imagen 1, es posible determinar que la experiencia en la practica de tiro parabélico
utilizando las ecuaciones e informacion vistas en el aula de clase arrojaran como
resultados los siguientes, la velocidad en el eje de las °x" y una velocidad en el eje
de las ‘y", asi como una velocidad inicial la cual es 0, se logré hallar la velocidad
final, distancia final, un tiempo de vuelo, asi como tiempo que tarda el objeto en
caer, altura maxima y el angulo utilizando el método de la ley de coseno.
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"‘ INTRODUCCION
FUNCIONES AREABAJOLA [LONGITUDDE

3] iento rectilineo unif (MRUA) es un movimiento Ctator ARCO,

de y y variable, donde su g es AR e

constante. En mecanica clasica el MRUA p varias i —0.37x H=43.04

como: La y la fuerza sobre la particula son F)l=y= ETE 0.735 Al = 02024m*

La varia del tiempo; La posicion varia segin g ==

relacion cuadratica respecto del tiempo.
g:e tema se relaciona entonces c,:oal calculo, ya que a partir del F(x)2 = Y= —2.20x% - 2.31x +0.735| A2 = 0.138m? |£ = 1.0827metros

planteamiento necesario (fisico), se puede llegar a un desarrollo de una T -
pregunta, como por ejemplo cual fue el recorrido de un objeto que se deja  Cuadro1: funciones halladas, y sus

caer, y de esta modo poder aplicar conocimientos de calculo integral, como  resultados.

hallar el area bajo la curva que se forma en la trayectoria, la longitud de arco y

el volumen del objeto.

Para la realizacion de la aplicacion de la integral se necita un equipo de prueba VOLUMEN DEL OBJETO
MRUA( imagen 1) que se monta encima de una mesa, con cierto grado de Una esfera es un sdlido en Iucio por un Zin(
inclinacién. EI objeto es suelto desde lo mas alto y se deja deslizar por el numero 6)

equipo, y después impacta el suelo. Se toman las respectivas medidas como

datos El ej es p con la vida cotidiana, y es v
imilar.
. ek VOLUMEN = | n(r? - x®)dx
"A OBJETIVOS b
las aplicaci del calculo integral en ejercicio de la vida — 3
cotidiana y en los campos de accién de las ingeniarias VOLUMEN = 87.11cm
.Especificos:
.Tener conocimiento previo del imi rectilineo unifc '_ 1108
y sus respectivas ecuaciones.
.Manejo espacial e i inario para interp i6n del p %ﬂ-u
D de imi de las i les y sus
elementales par el calculo de éreas y longitudes. I35
.Conocer el uso calculo en la existencia habitual /|"" X
"‘ MATERIAL Y METODOS
f—x
n7
Materiales Y Equipos: EN 2
Equipo de prueba MRUA (Imagen 1)
Flexémetro
Pie de rey
Esfera "‘ CONCLUSIONES
Método: :
Primero se hace la prueba experimental, dejando caer desde lo més alto del El calculo como la es en la vida Se puede pensar
equipo MRUA la esfera, La cual tiene un recorrido en el espacio. Para poder cuantas veces en un dia se hacen distintos tipos de calculos. Todo esta regido
inar ese ido es io medir las di ias desde el punto de por la matematicas desde la compra de una libra de pan hasta la fabricacién de
partida hasta el punto de impacto con el suelo (imagen 1), luego de hacer una todos tus tiene una légica en el
estas ici pi a inar los fisicos con espacio en el que te encuentres. Imaginate un mundo en el que no exista la
ecuaciones de MRUA, que se itan para la aplicacion de las ref i i Todas los célculos tienen un porqué y un para qué, basta con
Zill. y de este modo completar el tercer objetivo. i una"o' en la que se calcular cosa, siempre
tener la solucién.
Ecuaciones MRUA. a2 do
6. Ecuacitn de Circulo: r = X4+ y? En la investigacion se puede oonclul_r que las integrales tienen un campo
1 Ecuacion de velocidad: J2gh=V & - = accién muy amplio desde las ciencias de la salud, mmi:‘ la tecnologia, la
; 3 1 uimica, la fisica, la biologia y cualquier campo de la ingenieria.
2 Componente en Y: Vy = V.sind 7.Toorems trabajo energla: mgh = SmV2 2 K
i 2oxl _ yyl g ecuacion de la recta: mx 4 b En un la trayectoria es recta; un dny
3.Ecuacién de una recta: 7= = 520 - ta un movimiento de un punto a otro punto que pudieras trazar con una
linea recta. Se dice que es "uniforme” cuando no hay cambios en la velocidad,
RESULTADOS es decir se mueve de una misma forma, velocidad igual o "constante”.

¥' Altura de la mesa: 73.5 cm.
Altura del equipo de prueba MRUA (cateto opuesto): 37 cm. I REFERENCIAS
Altura de punto de partida: 110.5cm.
Distancia entre la mesa y punto final: 37.7 cm.

Diametro de esfera: 55 mm .Cevera Rodriguez, A., Hemandez Garcia , G., & Pichardo Nifio, C. (2007). Saber
Se ye la funci ias (cuadro 1), a partir de los planteamientos escribir. Colombia: Aguilar. ;

fisicos t ya 1 y se las i Zill, D., & Wright, W. (2011). Cdlculo de una variable, trascendentes tempranas.
las cuales son el 4rea que forma el recorrido de esfera( imagen 2)(integral 1), la México: McGraw Hill. ¢
longitud del arco (integral 2) que se construye, y el volumen del objeto que se ‘Aguilar Yujra, J. (7 de 12 de 2010). Como usar un Vemier. Obtenido de Youtube:
deja caer, con fundamentos en la teoria zill. hitps://www.youtube.com/watch?v=mSioF ckgHe4

_Ron Larson, Robert p Hostetler. mexico, 2006, Mc Granw hill.
0 0337 L]
[ Feoraxs J' F(0)2 L= I JiF 7 Fisica 1. Paul w Zitzewits, Robert F.Neef editorial McGraw-Hill segunda edicion.

~022 o A
Integral de area baijo la curva. (1) Integral de longitud de arco (2)
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