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1.1

Funciones

Definicion 1.1 Funcion

Una funcién es una regla que asigna a cada elemento de un conjunto X (llamado Dominio), uno y sélo un
elemento de un conjunto Y (llamado Rango).

Representacion de funciones

Una funcién se puede representar como se define a continuacion.

1.

Definicion 1.2 Formas de repreentar una funcién

Analitica o simboélica: Es una ecuacién que relaciona las variables, mediante operaciones matematicas. Se
entenderd operaciones matemdticas en el sentido mas amplio del término y no referido, inicamente, a las
operaciones basicas.

Numérica o tabular: en este caso la anotacién de los valores del argumento, o variable X, se efectdan
en cierto orden, y de la misma manera se escriben los valores correspondientes de la funcién, o variable Y.

La representacion tabular de una funcién permite visualizar la dependencia que existe entre los valores
de la variable Y, cuando se le asignan valores a la variable X.

Diagrama sagital:esta forma de expresién utiliza las nociones de conjunto para representar el proceso
mediante el cual dos conjuntos se determinan una funcién o una relacién.

Gréfica: en el sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas, todo conjunto de puntos de la forma
(x,¥), que no se hallen sobre una recta paralela al eje Y, podemos decir que es conjunto representa una en
una funcién y = f(x). Las abscisas de los puntos constituyen los valores del argumento y las ordenadas
correspondientes, los de la funcién.

Verbal: esta forma de representacion, requiere de un contexto determinado y, usualmente, esos contextos
son proporcionados por otras ciencias.
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Ejemplo1.1 -Representacién de una funcién en forma analitica o simbdlica.

En la forma analitica de representar una funcién, elegiremos la representacién de la forma y = f(x) = 2x

Como indica la definicién de funcién, x es la variable que representa el dominio, y la denominaremos variable
independientey y o f(x), representa el rango y la nombraremos como variable dependiente.

Ejemplo 1.2 -Representacién de una funcién en forma numérica o tabular.

En la funcién y = f(x) = 2x, significa que el valor de la variable y se obtiene multiplicando por 2, el valor que le
asignemos a la variable x, asi: y = f(1) = 2(1) = 2, es decir, y toma el valor de 2, cuando a x se le asigna el valor
del

¥ = f(=2) =2(-2) = —4, es decir, y toma el valor de -4, cuando a x se le asigna el valor de -2

Este procedimiento se puede sintetizar mediante el uso de la tabla de valores, de la siguiente manera para este

ejemplo
x -3|-2|-1|0|1]|2]|3]| — | Valorasignadoa x
y=fx)=2x | -6 | -4 | =2 | 0|2 |4 | 6| — | Valorobtenido,
1 después de multiplicar por 2,
Par el valor asignado a x
Ordenado

Ejemplo 1.3 -Representacién de una funcién mediante un diagrama sagital.

En la representacién con el diagrama Sagital, utilizaremos para el dominio los valores dados a x y en el rango,
los valores obtenidos para y = f(x) en el ejemplo anterior




1.1 Representacion de funciones 3

Ejemplo 1.4 —Representacién de una funcién en forma grdfica.

Por convencion, la variable x es ordenada y en el sistema Rectangular o Cartesiano, estd representada en el eje
horizontal, donde estéd definido el Dominio de la funcién. La variable y o abscisa estd representada en el eje
vertical y es dénde estd definido el Rango de la funcién.

10 %

-10-9 -8 -7 -6 =5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nota: La representacion grafica se realiza teniendo en cuenta que, para esta funcién, a la variable x se le puede
asignar cualquier ndmero Real, incluyendo todos los Racionales e Irracionales entre un Entero y el siguiente, es decir,
los valores del dominio son continuos

Ejemplo 1.5 -Representacion de una funcién en forma verbal.

Al estudiar diversos fenémenos de la naturaleza, que permiten ser observables, medibles y cuantificables y,
por tanto, susceptibles de traducir al lenguaje matemdtico. Se hace necesario la utilizacién de modelos que
permitan, por ejemplo, estudiar el movimiento, la variacién o cambio de posicién de un objeto con respecto, o
en funcién, del tiempo. En Geometria, el drea de una figura estd en funcién a sus lados, o de su radio cuando
se trate de un circulo o una esfera, por citar dos ejemplos. La forma verbal de una funcién, se encuentra en el
lenguaje natural cuando relacionamos, por ejemplo un ldpiz con su costo de venta, lo que implicarfa que la
cantidad de ldpices depende, o estd en funcién, de su costo. En Célculo, las formas verbales de una funcién se
pueden traducir al lenguaje matemadtico para realizar los andlisis que se requieran. A continuacién se ilustran
algunas formas verbales y su correspondiente forma matematica, o analitica.




Forma verbal

Forma Analitica

Dos veces un nimero
9 menos un medio de un ntimero

La diferencia de dos ntmeros al cuadrado

El triple producto de dos ntimeros

Un medio de la aceleracién por el tiempo al cuadrado
La diferencia entre un ntimero y su siguiente

El cuadrado de la diferencia de dos ntimeros

1.2 Criterio (prueba) de la recta vertical

CAPITULO 1. FUNCIONES

A partir de una grafica, podemos determinar si ella representa, o no, una funcién si trazando una recta vertical,
esta s6lo corta, o interseca, a la gréfica, a lo sumo, en un punto.

Ejemplo 1.6 -Grdficas que representan funciones.

20

N
=

-4 -2
200 +

100 |

T T \ T
4 =2 2 4
—100
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Ejemplo 1.7 -Gréfica que no representa funcién.

1.3 Propiedades y tipos de funciones

1.3.1 Segun su comportamiento
Funciones crecientes
Una funcién f(x) es creciente sobre un intervalo [a, b], si y s6lo si f(x1) < f(x2) para todo x; < x, en el intervalo.

Funciones decrecientes
Una funcién f(x) es decreciente sobre un intervalo [a, b], si y s6lo si f(x1) > f(x2) para todo x; < x; en el intervalo.

Funcién continua

Una funcién es continua si cumple las siguientes condiciones: 1. El dominio es el intervalo (-?,?), 2. para todos los
valores del dominio, le corresponde una imagen en el rango 3. Su grafica puede ser trazada sin levantar el lapiz de la
hoja, es decir, la curva no presenta interrupciones.

Funcion discontinua
Una funcién es discontinua si en algtin punto sobre si gréfica presenta saltos o interrupciones, es decir, si no es
posible trazar la curva en un solo trazo, sin levantar el 1apiz de la hoja.

La continuidad de una funcién se definird matematicamente en el capitulo 2, Limites y continuidad

Ejemplo 1.8 -Funcién creciente y decreciente.

La gréfica que se muestra es decreciente en el intervalo [a, b], luego es creciente en el intervalo [b, c], decrece en
el intervalo [c, d] y finalmente, es creciente en el intervalo [d, e]. N6tese que los puntos marcados como x yxy,
sobre el intervalo [a, b] y los puntos marcados como x5yxs, sobre el intervalo [c, d], cumplen la condicién para
ser decreciente y, asi mismo, los puntos marcados como x3yx, y los puntos marcados como x7 y xg, cumplen
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la condicién para que la curva sea creciente en los intervalos [b, c] y [d, e], respectivamente

AVARVA
_1”

1.4 Simetrias, funcion par e impar

1.4.1 Funcion par

Una funcién f(x) es par, y por tanto, simétrica con respecto al eje y, si cumple que f(-x) = f(x), para todo x en el
dominio

Ejemplo 1.9 -Funcién par.

Dada la funcién y = f(x) = x* + 1, probar que es una funcion par y por tanto, simétrica al eje y. Para esto,
cambiamos x por —x y realize las operaciones debidas asi

Procedimiento 1.1 —Probemos que la funcién y = f(x) = x* es par

flx)=x>+1 Funcién dada
f(=x)=(-x%+1 Se sustituye x por —x
fl=x)=x*>+1 Dado que todo nimero, o variable,

elevado a una potencia par, siempre sera positivo

Observemos que el resultado final es la misma funcién y se verifica que f(-x) = f(x) y por tanto, la funcién es par
y simétrica con el eje y.

Ahora bien, la representacion grafica de la funcion y = f(x) = x* + 1 es:
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1.4.2 Funcion impar

Una funcién f(x) es impar, y por tanto, simétrica con respecto al origen, si cumple que f(-x) = —f(x), para todo x
en el dominio

Ejemplo1.100 -Funcién impar.

Dada la funcién y = f(x) = x> + 2x, probar que es una funcién impar y por tanto, simétrica al origen. Para esto,
cambiamos X por -x y realizamos las operaciones debidas asi

Procedimiento 1.2 —Probemos que la funcién y = f(x) = x® + 2x es impar

flx) =x>+2x Funcién dada
f(=x)=(-x)3+2(-x) Se sustituye x por —x

Dado que todo ntiimero, o variable,

fl=x)=-x%-2x . . .
elevado a una potencia impar, no cambia de signo

f=x) = —(x3+2x) Factor comun
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Observemos que el resultado final es la misma funcién f(x) multiplicada por —1 y se verifica que f(-x)=-f(x) y
por tanto, la funcién es impar y simétrica con el origen.

Ahora bien, la representacién grafica de la funcion y = f(x) = x* + 2x es:

6,,

v

1.5 Funcion Inversa

Dada una funcién f que toma elementos de A y los lleva a B, bajo ciertas circunstancias se podrd definir una
funcién f~1 que toma elementos de B y los lleva a A. En este caso la funcién f~1 se denomina funcion inversa de f.
Hay que notar que la funcién f es, a su vez, la funcién inversa de f~1.

Maés adelante, en este mismo capitulo, profundizaremos sobre las funciones inversas y hablaremos del modo
como ellas se determinan.

1.6 Funciones segun su estructura algebraica

Las funciones Polinomiales se clasifican en: El dominio de una funcién POLINOMICA es todos los reales y su
rango depende del grado del POLINOMIO
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Funcion lineal o funcion linea recta

Definicion 1.3 Funcion linel

Es una funcién polinémica de primer grado, en otras palabras, es un POLINOMIO de grado uno y su repre-
sentacién en el plano es una linea recta.

Ecuacion Pendiente - Intercepto

esta funcion se puede escribir de la forma f(x) = y = mx+b, donde m y b, son constantes reales y X es una variable
real. La constante m representa la pendiente de la recta y b es el punto donde la recta corta al eje Y.

Cuando b es cero la recta pasa por el eje de coordenadas y su ecuacién es f(x) = y = mx

La pendiente de la recta determinada la inclinacién de esta con respecto a los ejes. Si la pendiente es un ntimero
positivo, la recta es creciente, si la pendiente es un niimero negativo, la recta serd decreciente. Si la pendiente es igual
a cero entonces la recta es horizontal o constante.

Definicion geométrica de pendiente
Para hablar de la decisién geométrica de la pendiente es necesario introducir la definicién analitica de ella. La
Ay

pendiente se define como la razén de cambio entre el cambio en Y y el cambio en X, de esta manera m = 3.

Lo anterior significa que existe una relacién entre el desplazamiento vertical y el desplazamiento horizontal para
ir de un punto a otro sobre la recta. Al ser una recta, los desplazamientos deben ser constantes para cada uno de los
ejes.

Ecuacion Punto - Pendiente

Desde la geometria una recta se puede definir dados dos puntos cualquiera. Con la definicién de la pendiente
utilizada en el item anterior definiremos el procedimiento para determinar la ecuacién de la recta a partir de dos
puntos cualquiera.

Primero definimos el valor de la pendiente y posteriormente en la ecuacién sustituimos o reemplazamos los
valores conocidos de uno de los puntos dado.

Rectas paralelas

Si dos rectas tienen la misma pendiente entonces las rectas son paralelas entre si y viceversa
Seguir el producto del Valor de las pendientes de dos rectas es igual a —1, entonces la rectas son perpendiculares

y viceversa.

En este punto podemos afirmar que para determinar la ecuacién de la recta es necesario tener:

1. Dos puntos cualquiera sobre la recta, para con ellos determinar la pendiente y posteriormente utilizando la
ecuacién punto pendiente determinar la ecuacién de la recta.

2. La pendiente de la recta y el intercepto con el eje Y. Utilizamos la ecuacién pendiente intercepto

3. La pendiente y un punto cualquiera, utilizamos la ecuacién punto pendiente para determinar la ecuacién de la
recta.
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Funcion cuadratica

Definicion 1.4 Funcién cuadratica

Es una funcién polinémica de grado dos, su dominio es todos los reales y su representaciéon geométrica es una
curva llamada parébola.

SI el coeficiente principal es positivo, entonces la pardbola abre hacia arriba y si el coeficiente principal es negati-
vo, entonces la pardbola abre hacia abajo.

Recordemos que el coeficiente principal en un POLINOMIO es la constante que acompafia, o multiplica, la variable de
mayor grado.

Representacion esandar

La funcién f(x) = ax®+bx +c, representa la forma estdndar de la funcién cuadrética, donde a, by ¢ son constantes
donde a es el coeficiente principal, y debe ser distinta de cero. El vértice es de la forma V(-b/2a, f(-b/2a)). Esto
significa que la coordenada x, se obtiene operando, como se muestra, el valor de ?b y dividiéndolo entre dos veces
el valor de a. El valor obtenido se evalta en la funcién, reemplazando la variable x, por dicho valor, para a su vez,
obtener el valor de la variable y.

Para trazar la gréfica de una funcién cuadratica, de este tipo, basta con asignar valores arbitrarios a la variable x,
al lado y lado del vértice, y ubicar cada par ordenado obtenido en un plano cartesiano y trazar la curva

Representacién canénica de la funcién cuadratica
La forma f(x) = a(x — h)* + k se denomina candnica y representa una paréabola vertical donde si a es positiva la
parabola es concava hacia arriba, y si a es negativa, la pardbola es concava hacia abajo. Su vértice es de la forma V (i, k)

Para trazar la gréfica de esta funcién, basta con igualar la funcién a cero y resolver la ecuacion cuadrdtica, obtenien-
do asf los puntos donde la funcién corta el eje x, y asi, con el vértice y los interceptos, se puede trazar una grafica
aproximada.

Si en la representacion canénica resolvemos el cuadrado y distribuimos el valor de a obtenemos el POLINOMIO
de la forma ax? - 2ax + ah® + k, que no es mas que un POLINOMIO la forma ax® + bx + ¢, esto significa, que por
medio de procedimientos algebraicos podemos pasar de la representacién candnica a la representacion estandar, o
polinémica, y viceversa.

Nota: El rango de una funcion cuadrética estd definido desde la coordena y del vértice hasta el infinito, (%, 0), si
la pardbola abre hacia arriba. o desde menos infinito hasta la coordenada y del vértice, (~oo, h), cuando la parabola
abre hacia abajo.

Funcion cubica

Definicion 1.5 Funcion cubica

Se define como un POLINOMIO de grado 3 de la forma f(x) = ax® + bx* + cx+d con a diferente de ceroy b, ¢
y d reales.

Propiedades de la funcion cubica
1. El dominio de la funcién ctibica, como para funciones Polinomiales, es todos los reales, y como en todas las
funciones. polinémica de grado impar, su rango también es el conjunto de los Ntimeros Reales.
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2. Si el coeficiente principal es positivo la funcién es siempre creciente.

3. La funcién tiene como minimo, un intercepto con el eje X y un méximo de tres.

Ejemplo1.11 -Gréfica de la funcién f(x) = x> +3x%> — x +3.

En el siguiente ejemplo, analizaremos una funcién ctibica con tres interceptos en el eje X, donde se hace
evidente la importancia de la factorizacién por el método de evaluacién.

fx)=x3+3x*-x+3 Funcién dada
f@)=x-D(x+1)(x+3) Factorizacién de polinomios de orden superior
x=1x=-1yx=-3 Ceros de la funcién
10 %

9 1Y

8 |

7 |

6 1

5 |

4 I

3

5

i -

—169-8-7%6-5- 3—2—}\/‘ 2345678910

—2\
—4 +
-5+
—6 |
—7 +
-8 I
-9 |
—-10 *

Ejemplo1.12 -Grdfica de una funcién cibica decreciente.

En el siguiente ejemplo, observemos una funcién ctibica con coeficiente principal negativo y como esto la
transforma en una funcién decreciente.

[SSEE-S) RepRoN o cideNen]
| I

~109-8-7-6-54-3-211| 12345678 910
-

-3+

—4 +

-5+

—6 +

-7+

-8+

-9 |

_10 1L
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1.9 Funciones Polinomiales de orden superior.

1.9.1

Definicion 1.6 titulo

CAPITULO 1. FUNCIONES

Es una funcjon polinomial de grado mayor que 2, que no se puede factoriza por los métodos usuales del

dlgebra de polinomios

Iniciaremos esta seccién analizando las particularidades de las funciones que son polinomios grado par, las si-
militudes en algunos aspectos de sus gréficas y la utilizacién de la factorizacién, por el método de evaluacién, para
determinar los ceros del polinomio que, como ya hemos visto, son los interceptos de la gréfica con el eje x. Finalmente
haremos una anadlisis similar para las funciones que son polinomios de grado impar.

Funciones de grado par

10 % 10 %
9 1Y 9 1Y
81 81
7T 7T
6 6
5T 51
4+ 4+
3 31
2t 21
]. T X ]. 17 X
45678910 -169-8-7%6-5-4- 2—]1*1\&345678910
2 as
3 i
_8 i
_9 1
_10 i
10 4 10 «
9 | 917
81 81
7T 7T
61 6
51 5/t
4+ 41+
3T 3T
2 i i
1 X I x
-109-8-7-6-5-4-3-211 1 2 }%UL} 5678910 -169-8-7%6-5-4- 45678910
—2 1 AVOME
_3 1 _3 £{
—4 —4 |
_5 1 _5 £{
-6+ -6
_7 1 _7 £{
-8t _8
_9 1 _9 £{
—-10 1 —-10 -+



1.10 Funciones seccionalmente definidas

1.9.2 Funciones de grado impar

10 £ 10 4
g Y 9 1Y
8 | 8 |
Al 7|
6 6|
5 5
4 | 4|
1 3+
1 2+
It X
_199_8_7_6_5_4_3.f 12345678910
-3
_4 -+
_5 -
_6 -+
_7 -
_8 -+
—9 |
L1 L —10+
10 10 %
9 1Y 9 1V
8 | 8 |
71 71
6 | 6 |
51 51
1 4|
3t 3
2| 1
-109-8-7-6-54-3-2111/1 234 56 78910 —169-8-76-5-4- T 1\/2 45678910
—31 2
_3 -+ 3,,
—4 4+
—5 5+
—6 6+
_7 + _7 £{
-8 1 -8
_9 . _9 £{
—-10 1% -10

1.10 Funciones seccionalmente definidas

Definicion 1.7 titulo

Las funciones que estan definidas por diferentes formas en diferentes partes del dominio, son funciones sec-

cionalmente definidas o por tramos.

13

El dominio de este tipo de funciones estd definido desde su estructura analitica y el rango lo podemos determinar

o estimar a partir de su grafica

1.10.1 Funcién Valor absoluto

El Valor absoluto de un ntimero a, se define como la distancia desde ese niimero hasta el cero. La funcién Valor ab-

soluto de x, se escribe, en su forma analitica como y = f(x) = |x| y se define como y = f(x) = |x|

{

X

—-X

Si

Si

x=0

x<0

Se puede notar que si x, toma valores positivos el Valor absoluto es el mismo ntimero, en cambio si x, valores negati-

vos, su Valor absoluto serd siempre positivo.
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Ejemplo1.13 -Grdficade y= f(x) = |x|.

Procedemos a asignarle valores arbitrarios, pero ordenados, a la variable de la funcién Valor abso-
luto de x, ubicando cada par ordenado en un plano cartesiano y trazando una grédfica aproximada.
4 .
2 |
T T T T
—4 -2 2 4

Funcion por tramos

Es otra funcién seccionalmente definida, veamos los ejemplos

X

. . 3 Si x<-3

Ejemplo 1.14 -Grdficar f(X)={ X2+x si —3<x<l1
X Si 1<x<5

10 «

9 Y

8,,

7,,

6,,

5,,

4,,

3 1

2,,

1 1

~169-8-7-6-54-3-211| 12345678910
_2 4

_3 -+

_4 4

_5 1=

_6 4

_7 1=

_8 4

_9 -+

_10 1

1.11 Funcion Racional

Definicion 1.8 titulo

P(x) _ anx"+a(n_1)x("’1+.A.+a0
QW) — brxF+by_yyx*D+. +by”
polinomios y Q(x) #0. Las a,, y by son constantes y a, y by son distintas de cero.

Se define como la razén entre dos polinomios y = f(x) = donde P(x) y Q(x) son
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1.11 Funcién Racional 15

Dominio de una funcion racional

La definicién implica que el polinomio del denominador no puede tomar valores que lo hagan cero por tratarse
de una fraccién y, en ellas, el denominador cero arroja una indeterminacién, asi que el dominio debe excluir estos
valores.

Asintotas

En general, una asintota es una recta a la cual, la gréfica de una funcién, se aproxima continuamente de tal
manera que su distancia a la recta tiende a cero, a medida que se aproxima continua e indefinidamente. O que ambas
presentan un comportamiento asintético.

Asintotas verticales

Las asintotas verticales se definen a partir de los valores que hacen cero el denominador de la funcién racional,
es decir, de los valores que no estdn en el dominio de la funcién. Y son rectas de la forma x = a. Cabe anotar que no
todos los valores excluidos del dominio se convierten en asintotas verticales.

Para determinar la(s) posible(s) asintota(s) vertical(es) de una funcién racional, es necesario factorizar tanto el
numerador como el denominador de la funcién racional. Si existen factores iguales en el numerador y denominador,
el rango se debe determinar antes de simplificar esos valores. Las asintotas verticales se determinan a partir de los
factores del denominador que no se pueden simplificar con factores del numerador.

¢Qué ocurre con los factores del denominador que se simplificaron?, se convierten en discontinuidades de la
funcion.

Asintotas horizontales y asintotas oblicuas

Desde la misma forma analitica de la funcién racional, se puede determinar qué tipo de asintotas tiene, basta con
observar los grados de los polinomios del numerador y denominador de la funcién racional, asi:

.. _ _ P _ anx”+u(n,1)x("’l+...+ao
Dada la funcion y = f(x) = 555 = I e ra—

1. si k> n, entonces la funcién tiene como asintota horizontal la recta f(x) =0 f(x) = 5

2. si k = n, entonces la funcién tiene como asintota horizontal la recta y = f(x) = Z—:

3. sin=k+1, entonces la funcién tiene asintota oblicua y su ecuacion es el cociente de la divisién de los polinomios

1.11.3 Rango de una funcién racional

Usualmente estimaremos el rango de las funciones racionales a partir de su grafica, sin embargo, a manera de

ejemplo, determinaremos el rango de la funcién y = f(x) = #*;2 con el procedimiento algebraico asociado.

i i e _ _ 1
Ejemplo1.15' -Determinar el rango de la funcion y = f(x) = *-.
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Procedimiento 1.3 —En forma analitica o algebraica

x+1

V= ms Funcién dada

Y2 43x+2) = x+1 Multiplicando en ambos lados
por x? + x+2 y simplificando
Xy+3xy+2y=x+1 Propiedad distributiva
xy+3xy+2y-x—-1=0 Se iguala a cero

Se define la ecuacién cuadrética

y+xBy-1)+Q2y—-1)=0
de la forma ax®+bx+c=0

dondea=y, b=y-1lyc=2y-1
_ =3y+1+y/By-1)2—4(y)(2y-1)

2y

X Se resuelve la ecuaciéon

Por ser una fraccién con un radical, tiene dos restricciones, analicemos cada
una de ellas

[By-1?-4(»)@2y-1)]=0 Por ser subrarical

9y -6y +1-8y>+4y=0 Resolver los productos

Y2 =2y+1=0 Términos semejantes
(y-12=0 factorizando
R-{1} Intervalo solucién
2y #0 porque el denominador no puede ser cero
y#0 Diviendo entre 2
Esto significa que el rango de la funciény = f(x) = f; — esR-0,1

NOTA: Ante la dificultad algebraica que representa determinar el rango de algunas funciones, la mayoria de los
rangos se estimardn a partir de la grafica. Mas adelante, como una aplicacion de las derivadas, se podra determinar,
con relativa faciliadad, el rango de cualquier funcién.

1.12 Funcion Irracional

Definicion 1.9 Funcion irracional

Son todas las funciones cuya variable estd afectada por una raiz, y = f(x) = {/g(x), donde g(x) es una funcién
polinémica o racional.
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Si n es par, entonces g(x) # 0, esta condicion se debe tener en cuenta a la hora de determinar el dominio de la

funcioén.

Para trazar la gréfica de una funcién irracional se debe primero determinar el dominio, las restricciones de g(x),

los interceptos con los ejes y las asintotas, si las tiene, para, finalmente, bosquejar una gréfica.

Ejemplo1.16 -Grdficar vx+1.

1

[\SEELEIEES) RopRoN o cRdeien]
t

-
4><

-169-87%6-54-32111+12345678910

—D—
-3+t
—4 +
-5+
—6 |
—7 +
-8 I
-9 |
—-10 *

1.13 Funcién exponencial

Definicion 1.10 Funcion exponencia

¥y = f(x) = a*, donde a es un real positivo distinto de uno (a # 0) )y x es un nimero real

El dominio de la funcién exponencial es todos los reales y su rango se puede determinar a partir de su gréfica por
resolverlo algebraicamente, de la siguiente manera:

y=a*

Lny = Ln(a*)
Lny=xLna
Lny _
y=cLnx

Procedimiento 1.4 —Rango de la funcién exponencial

Funcién dada
Aplicando Ln en ambos lados
Propiedad de los logaritmos

Dividiendo por Lna en ambos lados

1

Inas Con ¢ constante

Renombrando las variables y haciendo ¢ =
Donde x > 0 por definicién de logaritmos

La restricciéon de Lnx implica que el rango de la funcién y = a* es el intervalo (0, c0)
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Vemos cémo para determinar el rango de la funcién exponencial se hace necesario la utilizacién de la operacion
logaritmo, tema tratado en el curso de matemadtica operativa y de la cual se hablara en la siguiente seccién para defi-
nir la funcién logaritmica.

Cuando en una funcién exponencial la variable son enteros positivos, determinar los pares ordenados es relativa-
mente facil, cuando la variable es un entero negativo debemos aplicar la propiedad de la potenciacién a™" = 2;, de
manera que se convierte en una fraccién con numerador uno. Si el Valor de x es una fraccién entonces se debe inter-
pretar como una raiz, cuyo indice es el denominador de la fraccién del exponente, aplicando la propiedad,a% = Vam

Ejemplo1.17 -Graficas de la funciones exponenciales.

—

—INNWER TN WO

:

~169-8-7-6-5-4-3-211 |
-2+

_3 1=

—4

_5 1=

_6 -+

_7 1=

_8 -+

_9 1=

_10 €1

Noétese que todas las funciones cortan el eje y en el punto de coordenadas (0,1). Esto se da porque todo ntimero
elevado a la cero, excepto el cero, es igual a uno. También podemos notar que el rango de la funcién es el intervalo
abierto (0,00)

1.14 Funcion logaritmica

Definicion 1.11 Funcién Logaritmica

¥ = f(x) = logab, Donde b es un nimero natural mayor que uno y a es un namero R*.

Su dominio es los R* y su rango es todos los reales, interseca al eje x en el punto de coordenadas (1,0)
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Ejemplo1.18 -titulo.

—

THNWEOION0WOWO
- | I

-2+
_3 |
—4 +
_5 1
_6 +
_7 1
_8 +
_9 1
_10 s

—199—8—7—6—5—4—3—2—]1(1 2345678910

Funciones trigonométricas

Definicion 1.12 titulo

Las funciones trigonométricas son una extension de las razones trigonométricas al conjunto de niimeros reales,
la variable independiente se expresa en radianes y, por trigonometria, las funciones tangente, cotangente, se-
cante y cosecante, se definen en términos de las funciones seno y coseno.

Para trazar las graficas de las funciones seno y coseno utilizaremos los angulos notables haciendo una tabla de
valores que luego llevaremos al plano cartesiano.
Nos detendremos un momento en las funciones seno y coseno para analizar elementos como: dominio, rango, perio-
do y amplitud.

Funcion inversa

Definicion 1.13 titulo

Se llama funcién inversa o reciproca de f, a la funcién f -l gi cumple que f(a) = b, entonces f ~L(b) = a, esto
significa que dos funciones puede ser inversas una de la otra.

Si analizamos las funciones logaritmo y exponencial veremos que se puede obtener una de la otra mediante
procesos algebraicos, y por tanto, son inversas una de la otra.

Trasformacion de funciones

La funcién f(x) = x> Es una parébola con vértice en el origen y céncava hacia arriba. Sobre ella podemos hacer
algunas transformaciones algebraicas que implica, para su grafica, traslaciones verticales u horizontales; también
pueden representar dilataciones o contracciones de la curva con respecto al eje y, asi mismo, puede representar una
rotacién de 180°, o 7 radianes, con respecto al eje x.



20 CAPITULO 1. FUNCIONES

A continuacién mostraremos cada una de estas transformaciones y en cada una de ellas determinaremos la gra-
fica transformada y la funcién que le corresponde, finalmente analizaremos una funcién cuadrética con todas las
transformaciones posibles, su gréfica y su ecuaciéon

Ejemplo1.19 -Movimientos verticales.

X
~169-8-7-6-5-4-3-211
Ejemplo1.20 -Movimientos horizontales.
““““‘7“““““36
-109-8%6-543-21-1234567 8910




1.17 Trasformacion de funciones

Ejemplo1.21 -Dilataciones.

et e e e e et e e et = N
WO OONWEROIOONI0WWO
————————————

-1609-8-7%6-543-211" 12345678910

Ejemplo1.22 -Contracciones.

-109-8-76-5-4-3-211"

12345678910

21
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Ejemplo1.23 -Rotacién de n con respecto al eje x.

1

X

TN TN OO
— >

-109-8-7-6-54-3-2111 12345678910
2 4

3 4

_4 -

_5 1L

_6 1=

_7 1L

_8 1=

_9 1L

_10 1

Ejemplo1.24 -Trasformacién de funciones.

1

NSO NI0WOWO

X

—169-8-76/54-3-21+ 12345678910
-

-3 |

—4 +

51

—6 +

-7+

-8+

-9 |

_10 1L




Limites y continuidad

2.1 Limite de una variable

Definicion 2.1 titulo

El ndmero constante a se denomina limite de la variable x, si para cualquier ntimero lo suficientemente cerca
a a, excepto a, estd en el dominio de x. Se dice que la variable tiende al valor de a y se escribe x?a

Definicion 2.2 titulo

La variable x tiende a infinito, si para cualquier ntimero positivo M prefijado se puede elegir un valor de x tal
que, |x| > M,y se escribe x??

2.2 Limite de una funcion

Definicion 2.3 Limite de una funcion
Sea a un nimero sobre un intervalo y f(x) una funcién definida en dicho intervalo, excepto quizas, en el punto
] : " : . lim N
a . El limite de f(x) tiende, o es igual, a L cuando x tiende a a. Y se escribe ‘e f(x) = L. Significa que

x asume valores arbitrarios, en la vecindad (cercanos) a a, al tiempo que f(x) toma valores en la vecindad
(cercanos) a L.

Para que el limite exista cuando x?a, no es necesario que la funcién esté definida en el punto x = a. Cuando se
busca el limite, se examinan los valores de la funcién diferentes de a.

En otras palabras, hallar el limite de una funcién, es analizar dicha funcién alrededor de un punto, mas no en el
punto.

. N . li
Cuando se le asignan valores a X menores que a (o por la izquierda de a), se escribe . zrr;_ fx)=L

. . li
Cuando se le asignan valores a X mayores que a (o por la derecha de a), se escribe . m; + fo=L
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2.3 La existencia de limite

Definicion 2.4 titulo

El limite existe si y solo si los limites laterales tienden hacia el mismo Valor

Propiedad 2.1 Sea f una funcién y ¢ y L nmeros reales, el limite de f(x) cuaando x tiene a c es L si y s6lo si

lim lim
x—a” fa=Ly x—a" fr=L

2.4 Continuidad

Definicion 2.5 Continuidad en un punto

Una funcién f es continia en a si se verifican las siguientes condiciones:
1. f(a) esta definido

I
2. m f(x) existe
xX—a

lim
3. —a fx) = f(a)

Definicion 2.6 Continuidad en un intervalo

Una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b], si es continua en el intervalo abierto (a, b) y ademads
lim lim .
X Xx) existen.
at fX)y X b fx

X —

Definicion 2.7 Continuidad en un intervalo abierto

Una funcién f es continua en un intervalo abierto (a, b), si es continua en todos los puntos del intervalo

Nota: si f es continua en el intervalo (—oo,00), diremos simplemente que la funcién es continua

Definicion 2.8 Funcién discontinua

Se dice que una funcién f es discontinua en un punto a si estd definida en un intervalo abierto que contiene a
ay no es continua en a.

Las discontinuidades pueden ser evitables y no evitables. Evitable cuando siendo f discontinua en x = a, puede
hacerse continua redefiniéndola en x = a.

2.4.1 Propiedades de los limites

Sean a y b son niimeros reales, n un entero positivo y f y g funciones que tienen limite cuando x — a, entonces
se puede afirmar que:
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xll ma =b Limite de una constante
lim L. .
= Limite de una variable

xX—a

li . .
. zma x"=a" Limite de una poencia
lim bf(x)=b Lim f(x) Muiltiplo escalar
x—a h x—a p

li

l
ERVCEFEIE

1 fx) £ bim g(x)  Suma o diferencia
—a xX—a

X X

b [fg] = tim fx) lim (x)| Producto

x—a E9I=] x—a x—at
lim
lim [r xX—a 1t
] _ - .
x—a 80T T Cociente
gx)
x—a

o [f(x)]n =| f(x) ' Potencia

x—a |l x—a
Sea n un entero positivo

lim L. . .
g T =1@ Limite de un polinomio

li . - .
X lma % = %, gla)#0 Limite de la funcién racional

lim L. e .
fea Yx=1{a Limite de una funcién irracional
Limites trigonométricos

lim Coskf—-1 =0 lim Senkf _ b

x—0 k- x—0 ko

2.4.2 Estrategia para resolver limites

1. Evaluar el limite

2. Si el limite es una indeterminacién del tipo 0/0, se procede a aplicar el algebra, factorizando y tratando de
simplificar la mayor cantidad de términos.

3. Evaluar de nuevo el limite aplicando las propiedades.

Ejemplo2.1 -Determinar Lirzfx/g x2—5x—A4.
X—
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Procedimiento 2.1

Li m Vx2-5x—4 Limite dado
—
{/(4)2-5%@)—4 Evaluando la funcién en la tendencia de x

V16-20—4 Resolviendo
V-8 Operando el subradical
-2 Resolviendo la raiz (resultado del limite)

. . x*-3x-10
EJemp|o2.2 —Resolver ﬁi’?m

Procedimiento 2.2

Lir rg% Limite dado

52:2% Evaluando el limite

gg:}% Resolviendo las operaciones
5 Indeterminacién resultante

En vista que el resultado de la evaluacién es una indeterminaci6n del tipo J, procedemos a la transforma-
cién algebraica

o x?=3x-10
%Cl_.rgxz—Zx—IS

s (x+2)(x—5) F . d d d . d
Lzrgz—(x ) actorizando numerador y denominador
X—

s (x42)

Limite dado

Limtos) Simplificando los factores iguales
x—’

2 Evaluando el limite resultante

& Resultado del limite

Ejemplo2.3 —Resolver Lim Y3V,
x—0



2.5 Funciones que comprenden el infinito

Procedimiento 2.3

Lim¥3+x=vs 3“‘ V3 imite dado

x—0
_m()f Evaluando
2 Indeterminacién resultante

En vista que el resultado de la evaluacién es una indeterminaci6n del tipo 3, procedemos a la transforma-
cién algebraica

I;C ir %1@ Limite dado

1}6 ir m ‘/ﬁ_‘@ * %:g Multiplicando por el conjugado del denominador
I;C L 0 (%_j\‘/fg)f Aplicando algebra de polinomios

x~0 m= \/3’% +3 73 Resolviendo los cuadrados

x—»O \/3Tx+ 7 Restando y simplificando

m Evaluando el limite resultante

ﬁg =¥ Racionalizando. Resultado del limite

2.5 Funciones que comprenden el infinito
2.5.1 Limites infinitos. Asintotas verticales
Definicion 2.9 Limites cuando x — +a

La recta x = a es una asintota vertical de la gréfica de la funcién y = f(x) si cumple al menos una de las
siguientes condiciones:

lim

X - fx) =
lim

x— +a* fo=

. - . .
Ejemplo2.4 -Determine xLl’ng'

Vamos a deducir el valor del limite, tabulando la funcién con valores cercanos a cero por derecha.

X 0 0,0000001 | 0,000001 | 0,00001 | 0,0001 | 0,001 | 0,01 | 0,1 |1
f(x):% ND | 10000000 | 1000000 | 100000 | 10000 | 1000 | 100 | 10 | 1

Como se puede observar, a medida que el valor de x se aproxima a cero, la funcién toma valores cada vez mas
grandes; y dado que los reales son infinitos, podemos aproximarnos a cero tanto como queramos y, por tanto,
la funcién tomar4 valores cada vez mas grandes. Podemos deducir entoces que Lim Loo v por tanto, tiene una
xXY
x—07*
asintota vertical en x=0
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2.5.2 Limites al infinito. Asintotas horizontales

Definicion 2.10 Limites cuando x — +oo
La recta y = L es una asintota horizontal de la grafica de la funcién y = f(x) si cumple una de las siguientes
condiciones:
lim
1. x)=L
X — 00 f)

lim
2. T fw=L

Como resolver limites al infinito

1. Evaluar el limite

2. Si el limite es una forma indeterminada, se procede a dividir todos los términos por la variable de mayor grado

en el denominador.

3. se resuelve el limite.

x®+1

Ejemplo2.5 -Limites al infinito. Determinar Lim508

Procedimiento 2.4

” 4 2} , .
Lim*# 4 Limite dado
X—00

4, 2 L. . .
Q400+l — 2 Fyaluando el limite. Forma indeterminada

oot +oo+1 o

L, 4 2 . .
Lzm’;a—’;:ll Limite dado
X—00

2 4 4 Ge divide por la mayor potencia del denominador

1+L+L
Lim—=—=  Simplificando cada fraccién
x—ool+—5+=
1o Aplicando propiedades de los limites
1 Resultado. Asintota horizontal y =1

Ejemplo 2.6 -Limites al infinito. Resolver %im x2+1-x



2.5 Funciones que comprenden el infinito

Procedimiento 2.5

LimVx2+1-x Limite dado
X—00
LimVoo?+1-o00 Evaluando el limite
X—00
00— 00 Forma indeterminada
., 24 1+x o 92 .
LimvVx2+1—xx YX4X Se multiplica del conjugado
X—00 Vx2+1+x p Jug
2 2
Lim*E=x" — [ jm——1L Aplicando productos notables y cancelando x2
Xx—ooVxZ+1+x x—ooVxZ+1+x p p y
1
Lim————o Dividiendo por la mayor potencia del denominador
X—00 x2 + % + X
X X
1
Lim——— Simplificando la fraccién
x—00, [1+L 41
1
—_— Evaluando el limite
1+ +1
(e o)
0 0

irrvial) Resolviendo las operaciones

0 Resultado del limite. Asintota horizontal el y =0
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Derivacion

3.1 Definicion geométria de la derivada

Definicion 3.1 Definicién geométrica de la derivada

La derivada de una funcién, es la pendiente de la recta tangente a la funcién en cualquier punto.

Para visualizar esto, vamos a estimar la pendiente de la recta tangente a una funcién, en un punto, a partir de
rectas secantes que contengan ese punto.

Ejemplo3.1 -Estimar el valor de la pendiente.

3,,

Como podemos ver, a medida que acercamos el punto 1 al punto 2, la resta en el denominador se aproxima de la
pendiente, o tiende, a cero y el resultado de la divisién tiende a un ntiimero, con lo cual, podemos deducir que ése
numero es el valor de la pendiente de la recta tangente a la funcién f(x) en el punto (2,2)

Este procedimiento lo podemos aplicar para estimar la pendiente de la recta tangente a la funcién s = g(x) en el
punto (a, b). Veamos
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Ejemplo3.2 -Calcular la velocidad instantdnea.

La funci6n s = g(x) = x> + x representa la posicién s de una particula en cualquier momento

Podemos entonces afirmar que la velocidad instantdnea del objeto, cuya funcién de posicién es s = g(x), en el
punto (3,31) es 28

Este procedimiento que acabamos de hacer, se llama DERIVACION y, naturalmente, existe un procedimiento

lim  fx+an)-fx)
===t donde Ax es
x— Ax Ax

el cambio que hemos observado en el numerador de la pendiente y Ax, el cambio en el denominador.

simple para realizarlo, procedimiento que puede sintetizarse en el siguiente limite

3.2 Definicion de derivada como funcion

Definicion 3.2 Derivada como funcion

lim  fenm-fo
h— 0 h

lim  fa+an-fw

Ax— O A Es equivalente a la forma

Ejemplo3.3 -Derivar utilizando la definicién de derivada como funcién.

Procedimiento 3.1
flx) =x2 Funcién dada
fx+h) = (x+h)? Se determina f(x + h)

li - . .
== Sustituyendo en la propiedad

h— 0 h
lim . . .
he 0 %h*hz*xz Resolviendo el binomio al cuadrado
lim  gupep?
EERIEHE Cancelando x?
h—o0
lim  poxen .
e Factorizando
h—o0
lim 2x+h . o/
implificando h
e @ 1 simplificando
2x+0 Resolviendo el limite y

2x Resultado (Derivada de x?)
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3.3 Derivada y continuidad

Definicion 3.3 Funcién derivable

Se dice que una funcién es derivable en a si existe su derivada en a, y es derivable en un intervalo abierto (a, b)
si lo es en todos los puntos de ese intervalo.

Esto significa que si una funcién es derivable en un punto g, es continua en ese punto y si es derivable en un
intervalo (a, b), es continua sobre ese intervalo.

A manera de Corolario, en los puntos de discontinuidad la funcién no puede tener derivada. La forma reciproca

de esta afirmacién, no es cierta, es decir la continuidad de una funcién y = f(x) en cierto punto x = a no se deduce
que la funcion sea necesariamente derivable en ese punto.

3.4 Reglas de la derivacion

Cada una de las siguientes reglas de la derivacién se pueden demostrar a partir de la Definicién de derivada como
funcién y aplicado procedimientos algebraicos. Se presentan algunas de ellas.

3.4.1 Reglas basicas o generales

% (c)=0 Derivada de la constante
% [f+gW)]=f(x)+g(x) Derivada de la sume

Lf(x)-gx)]=f(x)-g(x) Derivada de la diferencia

% [cf]=cf(x) Derivada de una constente por una funcién
Lf0g)]=f0g () Derivada de un producto

4 % = [gW-/g ) ([’;(;ﬁ(zng ) Derivada del cociente

% (x™) = nx1 Derivada de la potencia

% [f(g)]=f"(gx)eg’(x) Regladelacadena
Ejemplo3.4 -Derivar aplicando propiedades.

Procedimiento 3.2
% (x*) Deivada planteada

3x? aplicando la propiedad de la potencia
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3.4.2 Funciones Trigonométricas

%(Senx) =Cosx %(Cotx) =—-Csc%x
%(Cosx) =-Senx %(Secx) =SecxTanx
%(Tanx) =Sec’x %(Cscx) =—-CscxCotx

Ejemplo 3.5 -Derivar aplicando propiedades.

Procedimiento 3.3
% (Senx * Cosx) Deivada planteada

Cosx* Cosx+ Senx x (—Senx) aplicando la propiedad del Producto

Cos®x— Sen®x Resolviendo el Producto

3.4.3 Funciones exponenciales y logaritmicas

%(ex) =e* %(lnx) = %
%(ax) =a*lna d%(logax) = TIM

3.4.4 Funciones trigonométricas inversas

4 (Sen~1x) = \/11_7 L(Cor'x)=-75
d -1\ _ d _ _

ax (Cos™") __\/11—7 dx (Sec™'x) = |x|\/§527—1
L= (et

Ejemplo3.6 -Derivar aplicando propiedades.

Procedimiento 3.4
4 (Tan(e*)) Deivada planteada

Sec?(e*) xe* aplicando la Regla de la Cadena

CAPITULO 3. DERIVACION
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3.4.5 Derivacion implicita

La derivacién implicita se aplica a ecuaciones que difilmente se pueden definir y en términos de x, tinicamente,
como x3+5xy + y® =4, por ejemplo. O en funciones como x* - y* = 1, en donde resulta mas comodo derivarlas sin
definirlas explicitamente.

Afortunadamente, un tipo de ecuacién como las anteriores, se pueden derivar con respecto a x o a y, sin necesidad
de definirla explicitamente.

A lo largo de este capitulo, hemos definido y” como %, indicando que es la derivada de y con respecto a la
variable x. Se hace necesario introducir la notacién x” = Z—; que indica que estamos derivando a la variable x con
respecto a la variable y.

Ejemplo3.7 -Dada la funcién x* +5xy + y® = 4, determinar %.

B +5xy+yS=4 Ecuacion dada
L (B+5xy+y%) =4 @ Derivando con respecto a x en ambos lados
L (%) + 4L (5xy) + 4 (y*) =0  Aplicando las reglas del polinomio y la constante
3x2+5(y+xy)+3y*y =0 Aplicando las reglas de la potencia y el producto
3x%+5y+5xy' +3y°y =0 Propiedad distributiva
5xy +3y*y" =—(3x*+5y) Ley uniforme de las igualdades
¥y (5x+3y?) = —(3x* +5Y) Factor comtn
. _ _3x*+5y

YV =53y Ley unforme de las igualdades
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Ejemplo3.8 -Dada la funcién x? - y* = 1, determinar j—;.

x=—y =1 Ecuacién dada
diy (x*-3*)=4 1) Derivando con respecto a x en ambos lados

L (x?)- 4 (y?)=0 Aplicando las reglas del polinomio y la constante

D dy
2xx"-2y=0 Aplicando la regla de la potencia
2xx" =2y Ley uniforme de las igualdades
x=% Ley unforme de las igualdades, simplificar el 2

3.5 Aplicaciones de las derivadas

3.5.1 Maximos y minimos, Optimizacion

Ejemplo3.9 -Volumen méximo.

Una hoja rectangular de metal, mide 5 metros de ancho por 8 de largo. Si se cortan cuadrados iguales en las
cuatro esquinas y se dobla el metal para formar una caja sin tapa, ;cudl es la dimensién de los cuadrados, de
manera que el volumen de la caja sea maximo?



3.5 Aplicaciones de las derivadas

Procedimiento 3.5 Las dimensione de la caja son 8 — x de largo, 5— x de ancho y x de alto. Esto implica que
el volumen de la caja es el producto de ellas. V = (8- x)(5— x)x

V=0B8-x)6-x)x Volumen de la caja

V =40x — 8x* - 5x2 + x° Resolviendo el producto

V = x%-13x% +40x Términos semejantes

V'=3x?-26x+40 Derivando la funcién de Volumen de la caja
0=3x%—26x+40 Se iguala a cero para resolver la ecuacion

x = BEVZA0)ED ”222(;4(3)“0) Aplicdndo férmula general

x; =8y 5, = 26214 Resolviendo la férnula general

x1=%=1333yx,=42=2 Las dos soluciones

Se toma esta respuesta porque la otra cantidad

x=2

es mayor a cualquiera de los lados de la hoja
8-2=6 Largo de la caja
B=2=8 Ancho de la caja
2 Alto de la caja y dimensiénde los cuadrados
V=6(3)(2) =36 Volumen méaximo de la caja

Ejemplo3.10 -Producto mdximo.

Hallar dos ntimeros positivos cuya suma sea 30, tal que su producto sea el mayor posible

37
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Procedimiento 3.6
x+y=30
x=30—-y
P=xy
P=@30-yy
P=30y-y?
b =30-2y
0=30-2y
==
15=y
x+15=30
x=15

P =(15)(15)
P =225

la suma de dos ntimeros es 30
Despejando x de la primera cuacién
Producto de los dos ntimeros
Sustituyendo x en el producto
Propiedad ditributiva

Derivando al funcién

Igualando a cero

Despejando y

Simplificando la fraccién

Sustituyendo el valor de y

Despejando x y realizando la operaciéon
Sustitutendo el valor de las variables en el producto

Mayor producto posible

3.5.2 Razones relacionadas

Ejemplo3.11 -Prob

lema de la escalera.

CAPITULO 3. DERIVACION

Una escalera de 6 metros de largo se apoya contra una pared vertical. Si la base de la escalera se tira horizon-
talmente a razén de X2 ;Qué tan rapido rebala la parte superior de la escalera, cuando la base se encuentra

a 4m de la pared?

N



Procedimiento 3.7

152 = x% + 2
225 =42+ y?
V225-16=y
14,46 =y
dx _ 1,0m
at — s

9y

3.5 Aplicaciones de las derivadas 39

Condiciones iniciales

Escalera cuando resbala

Relacién de la longitud de la escalera, el piso y la pared

Se sustituye el valor de x para determinar y despueés de resbalar
Despejando y

Aproximando la raiz cuadrada

Rapidez a la que resbala la parte inferior

Rapidez a la que esbala la parte superior

0= Zx% +2 y% Derivando con respecto la ecuacién inicial con respecto a ¢
—o(xdx % i
0=2 (x Yy z) Factorizando

0=x%*+ y% Simplificando el 2

0=(4m)32 + (14,46m)% evaluando los datos conocidos

4m_3m _ dy . dy
T2d6m s — dr Despejando ;
12m _ dy
14,465 — df Efectuando los productos
d ) '
0’853 "= Valocidad a la que resbala la parte superior de la escalera

Ejemplo3.12 -Balén Esférico.

7z 7z . z z 3 , . Ve . .
Un balén esférico estd aumentando su volumen a razén de 2=, ;Con qué rapidez estara creciendo su radio
S L
cuando este mida 2m?
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— 4.3
Vesfera= 37T

Regla de L'Hospital

av _ am®

at — s

dar _o

dat —°

av _ 2dr

ar =4t
3

4% =4r(2m)?4r
am® _ _ dr

16wm?s t

m _ dr

dns — dt

Procedimiento 3.8

Volumen de la esfera

Rapidez a la que aumenta el volumen de la esfera

Rapidez a la que crece, cambia, el radio de la esfera

Derivando la funcién

’(’Z Evaluando los valores dados
. dr
Despejando 7

Rapidez a la que crece el radio

CAPITULO 3. DERIVACION

La regla de L"Hospital o L"Hopital, es de amplia utilizacién en el Célculo Diferencial y sirve para evaluar Limites
de Funciones que después de intentar resolverlos por los métodos usuales, siguen presentando indeterminaciones

del tipo 3 0 2

Lif (=0

%L m f(x)=+o00
Entonces

Limi® = Lim

v Limsto=o

o que
Limg(x) = +o0
X—a

frx)

i—a 8X)  xLq &KX

Ejemplo3.13 -Diferencias indeterminadas

Evaluar Lim [2
e

__1]
olx Senx

Propiedad 3.1 Supongamos las funciones f y g derivables y g'(x) # 0, excepto quizds en a.
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Procedimiento 3.9
Lim [4- ] Limite dado
i1 Se evaltia cuando x — 0
%t_’ m [45enx—x Se efecttia la resta de fracciones
45?()0;0 =3 Se evaltia cuando x — 0
I,‘CL n % Se aplica la regla de L"Hospital
%z_) m gf&&; Se evalta cuando x — 0
%1 =—00 Resultado de la evalucién

Ejemplo3.14 -Producto indeterminado.

Evaluar Lim (x*Inx)
x—0*

Lim (x?Inx) Limite dado
Procedimiento 3.10 *~°

0(—00) Se evaltia cuando x — 07

Siempre que se tenga un producto indeterminado, se aplican las propiedades de las fracciones para
transformarla en una indeterminacion del tipo § o 2. Cuando se tenga un In, se sugiere no operar sobre
él, sino sobre el resto de la expresion y se procede ast:

Lim (x*Inx) Limite dado

x—0*

Lim (“’T") Aplicando propiedades de las fracciones
x—0"\ 2

= Se evalda cuando x — 0*

T) Se transforma para derivar més facilmente

1
Lim ( z 3) Se aplica la regla de L"Hospital
Lim (— —3) Multiplicando medio y extremos
(— 72) Simplificando la fraccién

=5 Se evaltia cuando x — 0™

0 Resultado de la evaluacion

41
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Definicion 3.4 Potencias Indeterminadas

Las potencias indeterminadas son del tipo 0°, 0o® y 1% y surgen del limite Lim [f0]® =

- _ ] .
Ejemp|o3-15 Calcular %Cz_’lz)i(x) .

Li?g (x)*  Funcién dada del tipo 0°
X—

El siguiente es el procedimiento sugerido para transformar una potencia indeterminada, a una indetermina-
ci6n del tipo 3 0 2, sobre la cual se puede aplicar la regla de L"Hospital.

Limx* Funcién dada del tipo 0°
y=x* Se iguala la fucién a y
Iny=Inx* Se aplica /n en ambos lados
Iny=xlnx Propiedad de los logaritmos

Linglny _ Linolxlnx Se aplica el limite en ambos lados y se
X— X—

transforma en un producto indeterminado

Inx

Limlny=Lim+2% Propiedades de la potenciacion
Limlny = Lim<z5 opie es de la potenciaci6

Procedimiento 3.11

= I—

Li ngl ny=Li e Aplicando la regla de L"Hospital
X— X—

Lingl ny= Lin01 - x—xz Producto de medio y extremos
X— X—

Li 1%11 ny=Li m-x Simplificando la fracciéon
X— X—

Li ngl ny=0 Evaluando cuando x — 0
X—
Iny=0 Evaluando Linoqlny
X—
y=eé° Definicién de logaritmo natural

Lingxx =eV=1 Solucién del limite
x—>
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Ejemplo3.16 -Calcular%i'znox%.

Limxs
X—00
1
y:xx
1
Iny=Inxx
lny:%lnx
. _ 1, Inx
Liminy =Lim®s
1
Doy =1
. _ . l
Liminy = Lims
%Lrgzolnyzo
Iny=0
y=¢°
.1 g
Limxx=e" =1
X—00

Funcién dada del tipo oo®
Se iguala la fucién a y

Se aplica In en ambos lados
Propiedad de los logaritmos

Se aplica el limite en ambos lados

Aplicando la regla de L"Hospital
Simplificando
Evaluando cuando x — oo
Evaluando Limlny

X—00
Definicién de logaritmo natural

Solucién del limite

43



44

Ejemplo3.17 -Calcular gg(l +3

Lim(1+5)" o

X200
y=(1+£)"

Iny=1In(1+ ﬁ)xz
Iny=x?In(1+5)

Liminy = Limx*In(1+ 3;)

X—00

(2x+1)

Limlny=Lim

X—00 oo X2
2x (2(2x+1)—2x(2))
T+l 2
Limlny=Lim—/—25
X—00 V= X—00 —2x3

20 (2
2x+1 | 452

Limlny =Lim - —=5

X—00 X—00
4

lell’ly ng m

X—00

2
Limlny = Lt{)no i

X—00

Limlny=-22

X—00

%Lrgzolny le—T

Limlny=Lim—- %
X—00 y X—00 2

Limlny =Lim—oo
X—00 X—00

Iny=-c0

CAPITULO 3.

2
%)

Funcién dada del tipo 1*°
Se iguala la fucién a y

Se aplica In en ambos lados
Propiedad de los logaritmos
Se aplica el limite en ambos lados y se

transforma en un producto indeterminado

Propiedades de la potenciacién. Suma de fracciones
Aplicando la regla de L"Hospital

Resulviendo el numerador.
Producto de medio y extremos
Simplificando la fraccién
Evaluando cuando x — oo
Aplicando la regla de L"Hospital
Simplificando la fracciéon
Evaluando cuando x — oo
Evaluando I,}L rgl ny

Definicién de logaritmo natural. Propiedad de la potenciacién

Solucién del limite

DERIVACION
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