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6 INDICE GENERAL

Prélogo

La matemdtica es la reina de las ciencias y la aritmética es la reina de las matemdticas. Ella a menudo se digna
a prestar un servicio a la astronomia y a otras ciencias naturales, pero en todas las relaciones, tiene derecho a la
primera fila. (Kline, 1972, p.557.)

Esta frase refleja el pensamiento de Karl Friedrich Gauss sobre la aritmética, tema central de este texto,
con lo que se quiere comenzar, ya que la autoridad de este matemaético es de una notabilidad maytscula.
El valor de esta rama de las matemaéticas es practicamente incuestionable para Gauss, aleman que vivi6
entre el 30 de abril de 1777 y el 23 de febrero de 1885.

En una ocasién se le interrog6 a Pierre-Simon Laplace sobre el matemético alemdn mds importante, a lo
cual este respondi6 que era Johann Friedrich Pfaff; pero su interlocutor replicé que por que no Gauss, y
entonces este respondi6: “Gauss es el matemético mds importante de todo el mundo”, este juicio ha sido
compartido por toda la comunidad académica, tanto asi que en nuestros dias se le reconoce, a Gauus,
como el Matemdtico mds grande desde la antigiiedad y el Principe de los matemdticos. Sélo él y Arquimedes, al
cual se le conoce como el Dios de las Matemiticas, son los Gnicos que ostentan un apelativo superlativo en
relacién a las mentes més brillantes de la humanidad, y que guardan alguna relacién con la produccién
cientifica.

Por lo anterior se quiere resaltar dos ideas fundamentales acerca de las razones por las cuales se considera
escribir un texto de aritmética para estudiantes de primeros semestres de universidad y de tltimos afios
de bachillerato. La primera es que, para Gauss, hay ramas de las matemadticas y no una sola matematica;
cada una de ellas es completa en tanto sus postulados y la forma como se estructura en funcién de su obje-
to de estudio, que, en este caso, son los sistemas numéricos, las relaciones y propiedades que se cumplen,
como consecuencia de las operaciones entre los nimeros. En segundo lugar, la aritmética estd presente
como un eje transversal en todas las dreas del conocimiento que requieren de este lenguaje para expresar
sus ideas y cuantificar el mundo; en este sentido, Gauss sostiene: Las matemdticas deben reflejar el mundo
de una forma real, echo apenas evidente, como un postulado, ya que las personas, en general, conocen y
usan las cuatro operaciones aritméticas fundamentales, y deben recordar una buena cantidad de niimeros
como identificacion personal, teléfonos, direcciones y contrasefias. Es asi como escribir un texto dedicado
al estudio de las ideas centrales basicas aritméticas es necesario para quienes se adentran en el estudio
de las matematicas, como eje transversal en su proceso de formacién universitaria, en un medio donde
el valor y significado de las distintas ramas de las matematicas se hace practicamente irreconocible, a
causa de la integracién que se ha querido hacer de ellas por medio de la concepcién unificadora de la
teorfa de conjuntos. No es que se ostenten los conocimientos ni mucho menos la formacién, como para
menospreciar tal concepcién; tampoco se busca criticar en si misma a la teoria de conjuntos. Esa funcién
se la dejamos a Georg Cantor, Bertrand Russell o Kurt Godel.

El objetivo de este libro guarda relacién con la intensidad horaria, nimero de cursos de matematicas de
primer semestre y cantidad de contenidos temaéticos abordados en los cursos de matematicas operativas,
que evidencia que al estudiante se le deben brindar los elementos operativos y conceptos minimos, en
funcién de las tematicas que necesita, para dar respuesta a los planes de estudio que tienen la mayoria
de las universidades, que, en su totalidad, estdn enfocadas al estudio del calculo, la estadistica, matema-
ticas financieras y materias relacionas con costos, presupuestos y economia, areas de formacién cuyo pre
requisito son la aritmética, el dlgebra y la geometria analitica.
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Este es un texto de aritmética en el cual se tratan de forma simple y concisa los conceptos, sin considerar que
para los lectores, este es un primer acercamiento a la aritmética. Se busca que sea un documento para afianzar las
ideas ya vistas en la primaria y el bachillerato, optando por dar prelacién al uso y comprensiéon de los conceptos
y propiedades de la aritmética, antes que al formalismo propio de las ciencias exactas, sin menoscabo del lenguaje
simbélico y preciso que se debe usar en ellas.

(A quién va dirigido este texto?

Se ha pensado esta obra para estudiantes de tiltimos afios de bachillerato y de primeros semestres de universidad

de cualquier programa académico que contemple en su plan de estudios la matemdtica, ademads de asignaturas que
la usen como su lenguaje, por ejemplo: economia, estadistica, costos, presupuestos, etc. De igual manera, para estu-
diantes que requieran de preparacion para olimpiadas de matemdticas o exdmenes de admisién para la universidad,
dado que los tltimos capitulos cuentan con ejercicios NO algoritmicos, que requieren de imaginacién y uso creativo
de los conceptos de ntimero y operacién. Es por esto por lo que la estructura de cada uno de los capitulos se conforma
de una serie de ejemplos, por medio de los cuales se da claridad en cuanto a la realizacién de una determinada opera-
cién o procedimiento. Luego se presentan ejemplos de problemas con sus correspondientes estrategias de solucién, y
una seccién final, con ejercicios propuestos clasificados en diferentes tépicos y niveles de dificultad. Se hace énfasis,
a lo largo de las unidades, en la diferencia con relacién al concepto mismo y el procedimiento de calculo requerido
para efectuar alguna operacién aritmética. Por tanto, el lector, encontrara claramente diferenciadas las definiciones,
que en la estructura de la matemadtica, representan las ideas basicas y contienen los términos técnicos con los cuales
se debe hacer referencia a cierto objeto abstracto. Las definiciones estdn escritas con un lenguaje informal, buscando
disminuir la carga semantica, con el propédsito de que su comprension no se vea afectada cuando el lector desconozca
ciertos simbolos matemadticos; de otro lado, si el concepto lo amerita, se adicionan figuras en las cuales se presentan
esquemas que ayudan a entender la idea central de lo que se busca ensefiar. Los procedimientos, son bdsicamente
una serie de pasos algoritmicos o instrucciones que tienen como objetivo la obtencién de un determinado resulta-
do. Se formulan las propiedades relacionadas con las distintas operaciones o conceptos, dando a cada propiedad su
correspondiente denominacién, la cual el lector debe recordar, pues son la fuente para la adquisicién, apropiacion
y uso de un lenguaje técnico, como lo es en cierta forma el de las matematicas. Cada capitulo cuenta con al menos
una seccién de ejercicios, cuyo fin primordial es el de practicar la teoria. Hay secciones de ejercicios orientadas a la
aplicacién algoritmica del procedimiento y el concepto; en otras secciones, en cambio, se incentiva el uso de la ima-
ginacién y alternativas no algoritmicas de solucién. Estas secciones de ejercicios se pueden usar como una fuente de
material para la preparaciéon de pruebas de admisién, ECAES u olimpiadas de matematicas. Los ejemplos cuentan
con la debida explicacién y argumentacion del porqué de cada paso y se presentan a dos columnas para acentuar los
distintos pasos que hay que cumplir segtin los procedimientos que se han enunciado.
Se busca incluir la mayor cantidad de respuestas a los ejercicios de cada capitulo, como un mecanismo de comproba-
cién sobre el proceso de solucién, ya que se comprende la frustracién que se siente cuando, al solucionar un problema,
el lector no cuenta con la manera de establecer si es correcta o no. La mayoria de los ejercicios del libro, se han ge-
nerado con una serie de trozos de cédigo, programados en PHP. Estos Snippet de c6digo fueron proyectados para
que se enuncie el ejercicio con su correspondiente respuesta, asi que salvo algin error de digitacién o tipografico, las
soluciones a los ejercicios corresponden fielmente a lo que se pide en el enunciado. Finalmente, el texto cuenta con
un indice analitico de temas, posibilitando el acceso de forma répida a cierto tipo contenido y, asimismo, brindando
una idea de conjunto de las relaciones entre los distintos capitulos.

Gracias o todos los que nos han brindado su apoyo en la elaboracién de esta obra, y especialmente a Juan David
Alzate, por sus valiosos aportes en el desarrollo de los c6digos para generar ejercicios.



1.1

Operaciones y conceptos basicos

Este capitulo estd dedicado al estudio de los fundamentos basicos de la aritmética y resalta los conceptos de opera-
cién, propiedades y relaciones entre los niimeros reales. Se intenta que el lenguaje de este texto sea simple y préctico,
en funcién de la adquisicién de competencias relacionadas con el dominio de la aritmética, que es considerada la
base de las matematicas aplicadas. Para lograr con este objetivo, los ejemplos proporcionan estrategias generales de
solucién, destacando pasos que se pueden emplear, de forma sistematica, en la solucién de los ejercicios propuestos
en la temética ejemplificada.

Sistema de los nimeros enteros

Definicion 1.1 Sistema de los niUmeros enteros

El sistema de los nimeros enteros estd formado por los ntimeros del conjunto

zZ={...—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4...}

Vale la pena resaltar que los ntimeros enteros pueden ser positivos! o negativos. Unicamente el ntimero cero
es neutro. Al escribir los ntimeros enteros positivos se omite el signo +, los ntimeros negativos van precedidos del
signo —, y es aqui donde debe tenerse presente que cuando hay un menos que precede un ntimero entero, se puede
entender que el niimero es negativo, pero el signo menos también representa la operacién sustracciéon. La expresion
4 -3 significa que a 4 hay que restarle 3 pero en la expresioén 4 — (-3) se esta restando (-3). Es de vital importancia
el uso de los signos de agrupacién en expresiones donde aparecen simultdineamente nimeros enteros negativos en
operaciones indicadas de adicién o sustraccién.

Existe una relacién entre los puntos de una recta y los nimeros reales?, a cada punto le corresponde un ntime-
ro real, y a cada ntimero le corresponde un punto. En la Figura 1.1% se localizan algunos puntos de la recta y su
correspondencia con los niimeros enteros.

Figura 1.1: Recta real

Ahora se analiza el concepto de valor absoluto, el cual se puede entender como la distancia desde un punto cual-
quiera de la recta real al origen. La Figura 1.2 muestra dos opciones: cuando el punto corresponde a un ntimero

Los enteros positivos se denominan en algunos textos como naturales e igualmete en algunos teoremas se considera al 0 como natural.
2 A este tipo de relacion se le llama biunivoca o biyeccion.
3Todas las figuras son de elaboracién de los autores.
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positivo y otra cuando es negativo.

En la Figura 1.2 se aprecian dos ejemplos: en el primero de ellos se determina la distancia que hay desde el punto
donde se localiza el -3 y el origen o punto donde esta el 0. Es claro que la distancia es de 3 unidades, en razén a que
no se puede hablar de valores de distancia negativos. El segundo ejemplo muestra la distancia desde 2 hasta el 0.

La distanciade -3 a0es 3

i
-3

La distanciade 2 a 0 es 2

Figura 1.2: Concepto de valor absoluto

Lo anterior permite definir la operacién valor absoluto, simbolizada asi |x|, es decir |[-3| =3 y [2| = 2, ésta se
formaliza en la siguiente definicién.

Definicién 1.2 Valor absoluto de un nimero real

X six>0
[x|=140 six=0

-x six<0

La definicion expresa que el valor absoluto de un ntimero es siempre positivo o cero, puesto que una distancia no
puede ser negativa. Dicho de otra manera, cuando x es positivo o cero |x| es el mismo x sin alterar su signo, y cuando
X es negativo |x| le cambia el signo dando como resultado un ntimero positivo, este cambio de signo se representa
con —x. En el ejemplo anterior, al calcular |2| = 2 por ser 2 positivo, ahora al calcular |-3| = —(-3) = 3 lo que ocurre es
que se cambia el signo, ya que -3 es negativo.

Adicién y sustraccién de nimeros enteros

La adicién de nimeros enteros es una operacién definida entre dos enteros que tiene como resultado otro entero.*

Para calcular la suma de dos ntimeros enteros se presentan las siguientes posibilidades en cuanto al signo de los
sumandos.

Procedimiento 1.1 Adicién de dos nimeros enteros de igual signo
Se suman los valores absolutos de los dos ndmeros y se pone el signo que tienen, es decir, si son positivos la
suma tiene como signo +, si son negativos tendrd signo —.

Ejemplo1.1

Adicién de dos ntimeros enteros positivos.
6+9=15.

4Propiedad clausurativa de la adicién, si a y b son enteros (a,b € Z), entonces a+b € Z.
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Ejemplo1.2

Adicién de dos nameros enteros negativos.
Para calcular (-5) + (—4) se suman 5 +4, que son los valores absolutos y el resultado tiene signo menos, es decir
=)

Procedimiento 1.2 Adicion de dos nimeros enteros de diferente signo
Al niimero mayor en valor absoluto se le resta el menor en valor absoluto y el resultado tiene el signo del mayor
en valor absoluto.

Ejemplo1.3

Adicién de dos ntimeros enteros con signo diferente.
Calcular la suma (-9) +5. El mayor es 9 y el menor es 5, asi que calculamos 9 —5 = 4, pero el resultado es —4.

Ejemplo1.4
Adicién de dos nameros enteros con signo diferente.
8+ (=5), el mayor es 8 y el menor 5, se calcula 8 -5 =3, por tanto el resultado es 3.
En los dos ejemplos anteriores se procede igual si las operaciones fueran 5+ (-9) y (-5) +8, ya que la adicién es
conmutativa, lo cual se pude enunciar de la siguiente manera.

Propiedad 1.1 La adicién de ntimeros reales es conmutativa, es decir

at+tb=b+a

Ahora se considera el cilculo de la sustraccién de niimeros enteros, en el cual ocasionalmente es necesario usar la
ley de los signos, a fin de expresar los cdlculos como una adicién de enteros.

Propiedad 1.2 Ley de signos
1. El producto de dos ntimeros con igual signo es siempre positivo.
2. El producto de dos ntimeros con diferente signo es negativo.

Es importante resaltar que la propiedad anterior es vélida en el cdlculo del signo de la divisién de dos enteros.
Se ilustra la diferencia de dos nimeros enteros con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.5

Diferencia de dos enteros negativos.

Para calcular (-4) — (-9) se aplica la ley de signos, con lo cual la operacién se transforma a (—4) +9, que es la
adicién de dos niimeros enteros con diferente signo, por tanto se calcula 9—4 =5y el resultado es 5, ya que el
ndmero mayor en valor absoluto es 9.
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Ejemplo1.6

Diferencia de dos enteros positivos.
Para calcular 8 -4 =4, es simple, pero si la operacién es 5-9, se calcula 9-5 =4y el resultado tendra el signo
del nimero mayor en valor absoluto, es decir —4 ya que el ntimero mayor en valor absoluto es 9.

Ejemplo1.7

Diferencia de dos enteros con diferente signo.

Para determinar el valor de (—4) — 5 se puede emplear la ley de signos para expresar la operacién como (—4) +
(=5), que es una adicién de dos ndmeros enteros con igual signo; por tanto la operacién es 4+5 =9, pero el
resultado tiene el signo menos, ya que se sumaron dos cantidades negativas, es decir —9. Ahora si la operacién
es 7— (—2) se debe usar la ley de signos para expresar la operacién como 7 +2 que da como resultado 9.

Polinomios aritméticos

Un polinomio aritmético es una expresién que combina las cuatro operaciones basicas. Aritmético hace referencia
a que las operaciones involucran tinicamente nimeros. Simplificar un polinomio aritmético tiene como finalidad la
obtencion del resultado de la expresion, al efectuar todas las operaciones indicadas.

Procedimiento 1.3 Simplificar un polinomio aritmético sin signos de agrupacion

1. Efectuar productos o divisiones.

2. Se suman todos los ntimeros positivos y todos los nimeros negativos, luego, al mayor en valor absoluto se
le resta el menor. El resultado tiene como signo el signo del mayor en valor absoluto.

Ejemplo1.8

Simplificar 5+6—8 -6 +5.

Primero se suman 5+6+5 = 16.

Luego se suman 8+ 6 = 14.

Finalmente al mayor: 16 se le resta el menor: 14, es decir, 16 — 14 = 2 con lo cual la respuesta es +2.
Se enfatiza en que el signo + corresponde al ntimero mayor 16.

Ejemplo1.9

Simplificar 10-15+4+8—-8—6.

Primero se suman los positivos: 10 +4 + 8 = 22.

Luego se suman los negativos: 15+ 8+ 6 = 29.

Al mayor 29 se le resta el menor 22, es decir: 29-22=7.

La respuesta es —7 debido a que el mayor es 29, es decir los negativos.

En ambos ejemplos vale la pena aclarar el por qué se habla de sumar los negativos.
Resulta que la operacion 10 —15+4 + 8 — 8 — 6 se puede reescribir como 10 + (—15) + 4 + 8 + (—8) + (—6). Es decir se ha
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expresado el polinomio como la suma de 6 niimeros enteros, 3 positivos y 3 negativos.

Al tener varias operaciones indicadas simultdneamente, en los polinomios aritméticos se emplean los signos de agru-
pacion como el paréntesis “()”, el corchete “[ ]” y las llaves “{ }”” con el objeto de establecer el orden en que se deben
realizar las mismas.

Procedimiento 1.4 Simplificar un polinomio aritmético con signos de agrupacién
Se identifican los signos de agrupacién més interiores, en los cuales se aplica el procedimiento anterior 1.3.

Ejemplo1.10
Simplificar 3[(1)(17 —24) + (3)[5(20 —38) + 4(5)]]
3[(D(A7-24) + (3)[5(20—38) +(4(5)1]  Ejercicio dado
3[([(M(=7))+ (3)[5(-18))+(4(B)]] Se efectuan las dos diferencias y el producto
3[-7+(3)[=90 +20] Se efectuan los tres productos
3[-7+((3)[-70]]] Se realiza la adicion
3[=7+(=210)) Se calcula el producto
3[-217] Se soluciona la adicién de los enteros negativos
—-651 Resultado, luego de hacer la multiplicacién

Para hacer mayor énfasis en el orden en que se desarrollan las operaciones, se resaltan los calculos usando el
sombreado. Observe que en el primer paso se simplifican los dos paréntesis interiores y ademads, se calcula una
multiplicacién, con el fin de evidenciar que el procedimiento es una guia de como abordar estos calculos, pero es en
ultimas la practica, la que posibilita tomar decisiones en torno a la simplificacién de una expresién cualquiera.

Resumen de la seccién
1. Adicién y sustraccién.
2. Valor absoluto.
3. Ley de signos.

4. Simplificacién de polinomios aritméticos.

—| Ejercicio 1.1

Ejercicios sobre polinomios aritméticos

Simplificar las siguientes expresiones:

1. -5+12-11+6+2+7 4. 6-12-6+4-5+1+2
2. -14-11-12-1 5.11-21-10—-47+18+22

3. -12-1-1+5+15-4 6. 99-30+51+11-60



7. —49+36-25+16—-9+2

8. 12—-11+24-22+36-33
9. 16+25-9+10-9-9+11
10. -10-11-12-13
11. 300—159-41+50-100
12. 91-7-6-11-78+15
13. —45-54+25+52+22-33
14. 121-53-100+13-24—-6
15.

16.

—-2-3-4-5+6+7+8
-15+45-14+8-11

17. -8+ [7-(-10)] - (25-13)
18. 3+{3+[3+@B+1)]}—-12
19. -13-{[(—-16+9) +8] + 13}
20.

21.

{=[-20+(-14+19) +5] -1}

—5—(—4) —1+[-4—11]}+5
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22. [15-10+(25—-41)] - (20+5)

23. [-4+45]-[-3-2]-[10+7-22]+1

24, —{54+4+[-1+(4+8)+1]1+3-11}

25. —(6-3)-(3-5)—-[14—-(29-15)]

26. 3+1[-(6+15)+(B-14)]+ (4 +5)}

27. {[-16+ (16 -27)] — (15+4) — (10— 15)}

28. —[-(45-19)—-10] - [-(—44+17)—-1]+4

29. [-2-4-6+3+5+7)]—-[(15+11-23)-9] +1

30. (-5+1-4-6)+(25+14-30+(-5+13-5-4))
31. [(6-4+15)—(-1-2+3)]+(5-14)-15+(4+7)
32, 22412+ (-49+25-4)—-(6+1)]-(-4-5-6)
33. 8- (-4)]-[-2-15] - [-12+14] +[-12—-1] +(—-11)
34. -16+[-(-10-14+17)—(12+5-25)] +(-15+6) —4
35. {[4-24-1+7-(-1-2-3)+1]-1+5—-(-18+20)}

Aplicando los conceptos de operaciones aritméticas, resolver los siguientes problemas:

36. Dentro de 10 afios mi nieto Rodrigo tendra el triple
de la edad que tiene ahora. Entonces ahora tiene:

37. Una lata contiene tres latas pequerias y cada lata pe-
quenia contiene cuatro latas mds pequefas. ;Cudantas latas
hay en total?

38. Una calculadora se echa a perder pues no realiza bien
las operaciones de suma, entregando siempre un resulta-
do incorrecto, el que consiste en que en lugar de sumar el
altimo nuimero, lo resta. Segun ello, ;cudl es el resultado
incorrecto de la siguiente suma 5+4+1?

39. Sila suma de 3 ndmeros impares consecutivos da co-
mo resultado 21, entonces el nimero impar mayor es:

40. Un terreno rectangular de 30 por 60 metros necesi-
ta cercarse con una malla de alambre apoyada en postes,
que deben ubicarse cada metro y medio. ;Cudntos postes
se necesitaran?

41. ;Cudntas personas se encuentran en un cuarto, si en

él hay 1 gato, 1 gallo y 1 perro y al contar el nimero de
orejas de todos (personas y animales) fueron 26?

42. Tenemos tres cajas separadas de idéntico tamafio y
dentro de cada una hay dos cajas separadas pequefias, y
dentro cada una de las cajas pequefias hay cuatro cajitas
atn mds pequeias. ;Cudntas cajas tenemos en total?

43. Soffa, Isabel, Federico y Vicente cenan en un res-
taurante. Llega la cuenta, que para todo el grupo es de
$90. Para simplificar, deciden dividir la cuenta en 4 par-
tes iguales.;Cudnto tendra que pagar cada uno, sabiendo
que Federico ofrece una botella de vino ($16), y que por
otro lado, deciden dejar $2 de propina?

44. Si 4 fichas blancas se cambian por una azul, 3 azules
se cambian por una verde y 4 verdes por una roja. Con
144 fichas blancas, ;para cudntas verdes alcanzan?

45. Se lanzan 3 dados y se observa que las caras superio-
res suman 13. Las caras que estdn contra el piso suman:

Evaluar las expresiones con los valores indicados y luego simplificar.

46. 6[(7m—-—m)+1-5n]+3(m+n), Sim=5,n=2.
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47. (bc—ab+cc—aa)+(c—a), Sia=2,b=3,c=4.
48. [x+y)(x+y)+x+y—6]+(x+y+3), Six=18, y=12.
49. [2a-3b)+2c]+{[8a—b)+cl—bc}, Sia=6,b=4,c=2.

50. {xyz—2x+y(z+y)+wl+2w,Six=6,y=z=4, w=2.

Criterios de divisibilidad

Para presentar los criterios de divisibilidad, en primer lugar, se definen dos conceptos bésicos como son el de
ndimero primo y compuesto, entre otras ideas.

Definicion 1.3 Nimero primo

Se puede definir de dos maneras
1. Un ntmero es primo si y sélo si tiene exactamente dos divisores.

2. Un ntmero es primo si y sélo si sus tnicos divisores son el mismo ntimero y la unidad.

La siguiente sucesion lista algunos ntimeros primos.
p=12,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101...}
Definicion 1.4 Nimero compuesto
Se puede definir de dos maneras
1. Un ntimero es compuesto si tiene tres o més divisores.

2. Un ntimero es compuesto si ademads de ser divisible entre si mismo y la unidad tiene otro divisor.

Todos los ndmeros pares, excepto el 2, son nimeros compuestos, ya que tienen al 2 como divisor; por ejemplo el
20 tiene por divisores {1,2,4,5,10,20} y, segtn la definicién, anterior es un ntimero compuesto.
Definicion 1.5 Factor o divisor de un nimero

Un niimero a es factor o divisor de un ntimero b si y solamente si b dividido a tiene como residuo 0.

Si consideramos nuevamente el niimero 20, podemos ver que el 10 es un factor o divisor ya que la division del 20
entre 10 es exacta, es decir con residuo 0.

Definicion 1.6 Numero par e impar
1. Todo ntimero par es multiplo de 2, es decir, si a es par se cumple que 2 es un divisor o factor de a.

2. Todo ntimero que NO es par, es impar.

La definicién anterior se puede expresar de manera simbélica escribiendo que 2n y 2n+1 con n € Z, representan
numeros pares e impares, respectivamente.

Los criterios de divisibilidad son reglas que se aplican a un ndmero dado para determinar si es un niimero com-
puesto.
Los criterios listados en la definicién 1.7, son algunos de los mds usados, pero en ocaciones se encuentran ejercicios
en los que haya que emplear la divisibilidad por ntimeros mayores que el 11.
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Definicion 1.7 Criterios de divisibilidad

1. Divisibilidad entre 2.
Un ndmero es divisible entre 2 cuando termina en cifra par.

2. Divisibilidad entre 3.
Un ntimero es divisible entre 3 cuando la suma de los valores absolutos de sus cifras es multiplo de 3.

3. Divisibilidad entre 5.
Un namero es divisible entre 5 cuando su tltima cifraes 0 6 5.

4. Divisibilidad entre 7.
Un ntimero es divisible entre 7 cuando separando la primera cifra de la derecha, multiplicindola por 2,
restando este producto de lo que queda a la izquierda y asi sucesivamente, da cero o multiplo de 7.

5. Divisibilidad entre 11.
Un ntimero es divisible entre 11 cuando la diferencia entre la suma de los valores absolutos de sus cifras
de lugar impar y la suma de los valores absolutos de sus cifras de lugar par, de derecha a izquierda, es
cero o multiplo de 11.

Existen criterios de divisibilidad por niimeros primos y compuestos; por ejemplo, un ntimeros es divisible por 6,
cuando es divisible por 2 y por 3. Sin embargo, la finalidad al emplear criterios de divisibilidad es la de expresar un
ndmero como producto de sus factores primos, lo que se resume en la siguiente definicién.

Definicion 1.8 Factorizacion

Cuando se expresa un ntimero como producto de sus factores primos, se dice que el ntimero esta factorizado.

Ejemplo1.11

La factorizacion del niimero 20 es (2)(2)(5)

Factorizar o descomponer un ntimero en sus factores primos es un proceso en el que se deben aplicar los criterios
de divisibilidad de la definicién 1.7, lo cual requiere de practica y manejo de estos. En el siguiente ejemplo se presenta
un esquema que ayuda a comprender como realizar este procedimiento.

Ejemplo1.12

Descomponer en factores primos 420

4202 El 420 es par, asi que se puede dividir por 2, es decir 420 +2 =210
2102 El 210 es par, asi que se puede dividir por 2, es decir 210 +2 =105
105|3 El 105 es divisible por 3 ya que al sumar sus cifras 1+0+5 =6, que cumple
con el criterio dado en la definicién 1.7, se puede dividir por 3, es decir 105+ 3 =35
35(5 El 35 termina en 5, asi que se puede dividir por 5, es decir 35+5=7
717 El 7 es divisible por 7, asi que se puede dividir por 7, es decir 7+7 =1
1 Siempre la descomposicién termina cuando se llega a 1

Por tanto, 420 se puede expresar como (2)(2)(3)(5)(7)

En la descomposicién de un nimero en sus factores primos se aplican los criterios de divisibilidad enunciados
en la definicién 1.7. La descomposicién en factores primos es tnica y no depende del orden en que se apliquen los
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criterios, pero es conveniente aplicarlos en orden a fin de ir agotando cada uno de ellos, aunque si el lector gusta
aplicarlos en cualquier orden, lo puede hacer y la respuesta serd la misma.

Ejemplo1.13
Descomponer en factores primos 17787

17787 | 3 Como se cumple que 1+7+7 +8+7 =30, entonces 17787 es divisible por 3
5929 | 7 Se cumple que 592 - (9)(2) es 574, que es miltiplo de 7, por tanto 5929 es divisible por 7
847 | 7 Nuevamente se cumple que 84 — (7)(2) da 70, asi que dividimos por 7
121 | 11 las cifras de lugar impar suman 2, la de lugar par es 2, asi que 2 -2 =0, por lo que es div. por 11
11 | 11 11 es primo, asi que se divide por 11

1
Por tanto, la descomposicién de 17787 es (3)(7)(7)(11)(11)

Con el objeto de analizar con méas detenimiento los criterios de divisibilidad por 7 y 11, se vera cémo se aplican al
numero 17787. El criterio de divisibilidad por 7 expresa que se debe restar dos veces el ndmero del extremo derecho
de las demés cifras, y el valor obtenido debe ser 7 0 0, asi que el célculo es 1778 —14 = 1764. Como el niimero obtenido
no se sabe si es multiplo de 7, entonces aplicamos de nuevo el criterio tantas veces como sea necesario a los sucesivos
resultados, por lo tanto 176 —8 = 168 y finalmente 16— 16 = 0. Se insite en que se ha aplicado el criterio tres veces, hasta
obtener un nimero del cual se tenga certeza que es divisible por 7 o que se obtenga 0.

Como 17787 también es divisible por 11, entonces debe cumplir con dicho criterio. De izquierda a derecha se enu-
meran las cifras para luego sumar las de posicién par e impar. La suma de las cifras de lugar impar es 7+7+1 =15,
las de lugar par es 8+7 = 15, ahora la diferencia es 15— 15 igual a 0; por tanto se cumple con el criterio de divisibilidad
por 11.

Resumen de la seccién
1. Ntimero primo o compuesto.

2. Factor o divisor de un nimero.
3. Criterios de divisibilidad.

4. Factorizacién o descomposicién en factores primos

—| Ejercicio 1.2

Ejercicios sobre factorizaciéon de ntimeros enteros

Descomponer en factores primos cada uno de los siguientes nimeros.

1. 16 6. 98 11. 132 16. 49
2. 100 7. 375 12. 625 17. 512
3. 27 8. 216 13. 2700 18. 315
4. 25 9. 64 14. 1430 19. 210

5. 343 10. 81 15. 729 20. 225
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21. 8575 24. 1260 27. 3575 30. 42875
22. 2940 25. 1485 28. 6300 31. 16224
23. 21175 26. 1331 29. 15147 32. 67500

En las secciones anteriores se han establecido conceptos previos basicos y fundamentales que serdn la base de los
procedimientos y aplicaciones que contintian en el texto. Las dos primeras aplicaciones que se presentan son las de
maximo comun divisor y minimo comun mdultiplo.

Maximo comun divisor

Las palabras méximo, comun y divisor (MCD en lo sucesivo) tienen todas sentido en el concepto que definen,
veamos la razoén.
Dados los ntimeros 20 y 30, ;cudl serd su MCD?. Se consideran inicialmente los divisores de los ntimeros dados.
Los divisores de 20 son {1,2,4,5,10,20} y los de 30 son {1,2,3,5,6,10, 15,30}
Nétese que los ntimeros {1,2,5,10} son comunes, y el ntimero 10 es el méximo de ellos, por tanto el MCDJ[20,30] = 10.

Definicion 1.9 Maximo comun divisor || MCD

El méximo comtin divisor de dos o méas ntimeros es el mayor ntimero que los divide a todos exactamente.

Si bien es clara la idea de qué es el MCD, se requiere de un proceso para calcularlo. Existen tres métodos para
el calculo del MCD: por descomposicién en factores primos, mediante el algoritmo de Euclides y usando el minimo
comuin multiplo. En este texto se explica su calculo mediante la descomposicién en factores primos en razén a que es
un proceso que se usard eventualmente en algebra y, por tanto, vale la pena practicarlo desde ahora.

Procedimiento 1.5 Célculo del MCD
El MCD de varios ntiimeros expresados en sus factores primos, es el producto de los factores primos comunes
afectados de su menor exponente.

Ejemplo1.14

Calcular el MCD de 20 y 30.
Se descomponen los ntimeros dados en sus factores primos.

ig 3 i’g g Se obtiene que 20 = (22)(5) y 30 = (2)(3)(5). Se puede
5|5 5|5 ver que los factores comunes son 2 y 5 con su menor
1 1 exponente que es 1, por tanto el MCD es (2)(5) = 10

Hay otro esquema con el cual se calcula el MCD, que se presenta en el siguiente ejemplo en el cual se usa el
ejercicio anterior para que el lector pueda ver la semejanza entre ambos esquemas.

Ejemplo1.15

Calcular el MCD de 20 y 30.
Se descomponen los ntimeros de forma simultanea, determinando los divisores comunes de ambos.
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En la columna de la derecha se escriben los divisores que son

20 30 2 p p ] ]
10 15 | 5 comunes a ambos ntimeros. Note que sélo se determinan los di-
5 3 visores comunes, no todos los divisores que tengan los ntimeros

dados.

Resumen de la seccion

1. Méaximo comun divisor, MCD.

2. Procedimiento de como calcular el MCD de dos o més ntiimeros.

—| Ejercicio 1.3

Ejercicios sobre maximo comun divisor | | MCD

Calcular el MCD de los grupos de ntimeros dados.

1. 60y 80 11. 66,99 y 33 21. 120,176,256 y 224
2. 24y48 12. 100,225 y 275 22. 75,105,165y 195
3. 75y 105 13. 102,180 y 625 23. 78,130,273 y 231

4. 44y 92 14. 63,9y 108 24. 100,324,225y 1296
5. 221y 210 15. 660,105 y 300 25. 112,175,252y 343
6. 24y 32 16. 432,222 y 246 26. 60,84,108 y 132

7. 180y 225 17. 132,330 y 480 27. 110,132,154 y 176
8. 110y 50 18. 400,180 y 360 28. 90,150,210 y 270
9. 200y 160 19. 336,144 y 240 29. 144,400,350 y 225
10. 33y 111 20. 120,126y 130 30. 216,264,168 y 192

Minimo comun mdltiplo.

Definicion 1.10 Minimo comin mudltiplo || MCM

El minimo comtdn mdltiplo de dos o mds niimeros es el menor ndmero que es divisible por cada uno de ellos.

Obsérvese que de forma analoga al concepto de MCD tratado en la definicién 1.10, las palabras con las que se
denomina este concepto proporcionan una idea de lo que éste representa; es decir, suponga que se desea calcular el
MCM de los ntimeros 6 y 8, entonces lo primero es hacer una lista con los miltiplos de los ntimeros dados.

Los maltiplos de 6 son {6,12,18,24,30,36,42,48,54,60,66,72,...}

Los maltiplos de 8 son {8, 16,24,32,40,48,56,64,72, ...}

Ahora se hace la lista de multiplos comunes de 6 y 8 que son {24,48,72,96,120,144, ...}

Por lo tanto, se puede razonar que la expresién minimo comun multiplo hace referencia al més pequefio de los
multiplos comunes de los nimeros dados, es decir 24 y el siguiente procedimiento describe la forma como se calcula.
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Procedimiento 1.6 Célculo del MCM
EI MCM de varios nameros, expresados en sus factores primos, es el producto de los factores primos comunes y

no comunes afectados de su mayor exponente.

El procedimiento anterior permite realizar el cdlculo de forma simplificada, sin la necesidad de calcular la lista de
multiplos de los ntiimeros dados, como se realiz6 para los nlimeros 6 y 8. Para ilustrar este procedimiento se realiza
el célculo del MCM de estos ntimeros en el siguiente ejemplo.

Ejemplo1.16

Calcular el MCM de 6 y 8.
Se deben expresar los ntimeros en factores primos, 6 = (2)(3) y 8 = 23; aplicando el procedimiento anterior se
observa que los factores son 2 (comun) y 3 (No comtin), con lo cual el MCM es (2%)(3) = (8)(3) = 24 que es el

mismo resultado que se obtuvo con anterioridad.

Ejemplo1.17

Calcular el MCM de 6, 8 y 10.
Los nameros dados, expresados en factores primos son: 6 = (2)(3), 8 =23 y 10 = (2)(5); los factores son 2,3y 5y

su MCM es (2%)(3)(5) = (8)(15) = 120.

A la hora de calcular el MCM de varios ntimeros es conveniente contar con un esquema de calculo eficaz. Los
ejemplos que siguen presentan esquemas que posibilitan el calculo del MCM.

Ejemplo1.18
60 |2 90| 2 56 |2
30]2 453 282
15(3 15(3 142
5[5 5|5 7|7
1 1 1

60=(2)@3)(5) 90=@B)6E) 56=02°)7)
Luego de establecer la descomposicién en factores primos de los niimeros dados, se usa la definiciéon para

determinar que el MCM (60,90,56) = (2%)(3%)(5)(7) = 2520.

El ejemplo anterior presenta un esquema formado por tres pasos: el primero es descomponer cada uno de los
numeros, luego se expresa cada ntimero como producto de sus factores primos, y por tltimo, se aplica la definicién

de MCM.

Ejemplo1.19

Calcular el MCM de los ntimeros 24, 45 y 50
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24 45 50

45 25

45 25

45 25

15 25
5 25
1

— W o N
QL O W Wb

1

13

El esquema muestra el cdlculo de todos los divisores comunes y no comunes de los ntime-
ros dados; el MCM es el producto de todos los divisores obtenidos en la cuarta columna,
ello se sintetiza asf: (2%)(3%)(5%) = 1800.

Este segundo esquema consta de dos pasos, a diferencia del esquema ejemplificado en 1.17(ejemplo anterior); aqui
se descomponen todos los niimeros de forma simultdnea, comenzando de forma ordenada a calcular divisibilidad
por 2, por 3 y finalmente por 5; el orden en que se apliquen los criterios no determina el resultado, pero su finalidad

consiste en ir agotando la divisibilidad por cada niimero.

Resumen de la seccién
1. Minimo comun multiplo, MCM.

2. Procedimiento de cémo calcular el MCM de dos o0 més niimeros.

—| Ejercicio 1.4

Ejercicios sobre minimo comtin multiplo | | MCM

Calcular el MCM de los grupos de nameros dados.

1. 8y 20 11. 6,14y 18
2. 14y21 12. 7,15y 35
3. 6y16 13. 9,24 y 30
4. 9y12 14. 12,20y 30
5. 15y 25 15. 42,84y 126
6. 8y11 16. 30,50y 75
7. 40y 100 17. 60,80 y 120
8. 60y 105 18. 60,90 y 150
9. 10y 25 19. 57y9

10. 30y 42 20. 40,45y 50

Resolver los siguientes problemas

31. En una pista circular de atletismo, 3 corredores en-
trenan. Si el primero de ellos debe dar 200 pasos para re-
correr toda la pista, el segundo corredor da 2 pasos por
cada uno que da el primero y el tercero da 3 pasos por
cada 2 que da el segundo. Si parten los 3 desde la meta,
(cudntos pasos debera dar el tercer corredor para que se

21. 2,3,5y7

22. 63,105,135y 135
23. 30,42,70 y 105
24. 36,45,60y 90

25. 28,70,100 y 175
26. 55,88,120 y 165
27. 5,7,9y 11

28. 110,140,154 y 385
29. 77,220,308 y 770

30. 60,72,120 y 180

encuentren los tres corredores en la meta nuevamente?

32. La posicién méas préxima al sol de dos cometas se re-
pite en el primero de ellos cada 100 afios y en el segundo
cada 75. Si han pasado ambos por su posicién mas préxi-
ma al sol el afio 2000, ;En qué afio volverdn a encontrarse
de igual modo?
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33. Con un grupo de fésforos puedo formar montones de 7, 8 y 9 fésforos sin que sobre alguno. cudl es el nimero de
fésforos que tengo.

Sistema de los nimeros racionales.

Esta seccién estd dedicada la estudio del sistema de los ntimeros racionales, los cuales se definen de la siguiente
forma.

Definicion 1.11 Sistema de los nimeros racionales

El sistema de los ntimeros racionales estd formado por los ntimeros del conjunto

o}

donde p y g son ntimeros enteros y g es diferente de 0.

La restriccién para g es que no puede ser 0, sin embargo g puede tomar cualquier valor entero, incluido el 1. El
hecho de que g =1 implica que el niimero racional 3 = 3 sea a la vez entero y racional, lo cual significa que todo
numero entero es racional.

Vocabulario 1.1 Clasificacion de las fracciones

1. Fraccién mixta: suma abreviada de un entero y una fraccién propia.

2. Praccién impropia: fraccién cuyo numerador es mayor que su denominador.
3. Fraccién propia: fracciéon cuyo numerador es menor que su denominador.
4

. Fraccién irreducible: fraccién en la que numerador y denominador son primos relativos’y, por tanto, no
puede ser simplificada.

5. Fraccién reducible: fraccién en la que numerador y denominador NO son primos relativos y por tanto, si
puede ser simplificada.

6. Fraccién reciproca: fraccién obtenida a partir de otra dada, en la que se han invertido el numerador con el
denominador.

7. Fraccion entera: fraccion en la que el denominador es 1, es decir que representa un ndmero entero.
8. Fraccién decimal: fraccién cuyo denominador es una potencia de 10.
9. Fraccién compuesta: fracciéon cuyo numerador y/o denominador contienen a su vez fracciones.
10. Fracciones equivalentes: las que representan la misma cantidad.
11. Fracciones homogéneas: fracciones que tienen el mismo denominador.

12. Fracciones heterogéneas: fracciones que tienen diferente denominador.

5Dos ntimeros a y b son primos relativos, cuando el MCD de ellos es 1 o equivalentemente son nimeros que no tienen factores en comun,
excepto el 1
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Ejemplo

NN o ok~ N

10.
11.
12.

. Fraccion propia:

1.20 -Clasificacion de las fracciones

. Fraccién mixta: 12 que se lee “uno y dos tercios”

a5 o ... 3
. Fraccion impropia: 5

[\

3

. Fraccion irreducible: Z, los niimeros 7 y 5 no tiene un factor coman
. Fraccion reducible: 12, note que 10 v 4 tienen como MCM 2
4
. Fraccién reciproca®: dada la fraccién 2 su reciproca es 2
1 5

. Fraccion entera: 12 =15

8 2 . .3 4 7
. Fraccién decimal: 35 6 1555
3
.. 2
Fraccion compuesta: T
7
Fracciones equivalentes: 53 = 3

Fracciones homogéneas: 2 y _T‘“ son homogéneas

Fracciones heterogéneas: %47 y % son heterogéneas

15

De la clasificacién anterior, es importante resaltar que hay infinitos ntimeros racionales que son equivalentes; es

1

asi como los nimeros 3 y % representan la misma cantidad. Para ilustrar esta idea se recurre a la representacion
grafica de cada uno de los ntimeros.

Propiedad 1.3 Dos fracciones son equivalentes’ si

— (a)(d) = (c)(d)

STES
QUlo

Simplificar una fraccién consiste es expresarla como una fraccién equivalente irreducible, en el ejemplo 1.21 se
explica este calculo.

Ejemplo1.21 -Simplificacién de fracciones

20
8
=
5
o2

Simplificar la fraccién

Fraccién dada

216

o Se descomponen en factores primos el numerador y el denominador (ver divisibilidad 1.7).

Se obtiene esta fraccion luego de simplificar los factores comunes.

20 _ 5

Es claro que % = 3, es decir son fracciones equivalentes.

) 5 57!
6El producto de una fraccién con su reciproca es 1, ademds se representa el reciproco de 7 como (ZJ

7El simbolo para representar equivalencia es

“_n

, pero se suele usar el “=".
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Ejemplo1.22 -Ampilificacién de fracciones

Obtener una fraccion equivalente a =2
En el ejemplo 1.21 se obtubo una fraccién equivalente a partir de la simplificaciéon de factores comunes, ahora,
debido a que -3 y 7 son primos relativos, es decir no tienen factores comunes. Para obtener una fraccién

equivalente se procede de forma inversa al ejemplo 1.21, multiplicando por una cantidad entera el numerador
y el denominador.

-3
— Fraccién dada
! (-3)4)
- (74 Multiplicamos por un entero, en este caso 4.
—-12 ) y - o
= &0 Se obtiene esta fracciéon luego de efectuar las multiplicaciones indicadas.

Segtin los ejemplos 1.21 y 1.22 se puede concluir que de una fraccién cualquiera se pueden obtener fracciones
equivalentes, bien sea por simplificaciéon o amplificacién. Ambos procesos son empleados con frecuencia en las ope-
raciones entre racionales.

Ejemplo1.23 -Reduccién de fracciones a fracciones homogéneas

Expresar las fracciones 52 y 1! como fracciones homogéneas.

Para ello debemos obtener fracciones equivalentes cuyo denominador sea el MCM de 3 y 4, por tanto las

nuevas fracciones tendran denominador 12.
- y 1 Fracciones dadas
X (—5)4(4) I)
= @ y @6 Amplificamos las fracciones multiplicando la primera por 4 y la segunda 3.
-20 33

>—y= Se obtienen estas fracciones, homogéneas, luego de efectuar las multiplicaciones indicadas.

Resumen de la seccién

1. Concepto de nliimero racional.
2. Clasificacion de las fracciones.

3. Simplificacion y amplificacion de fracciones.

—| Ejercicio 1.5

Ejercicios sobre fracciones equivalentes

Simplificar las siguientes fracciones

21 28 45 210

1. —— 4, — 7. —— 10. —
14 48 25 90

8 54 15 60

2. — 5 -— 8. — 11. ——
24 15 30 80
10 21 40 99

3. — 6. — 9. — 12. —
22 63 16 126



1.6 Adicién y sustraccién de racionales 17

13.

14.

21.

22.

23.

24.

25.

75 294 264 612
— 15. — 17. —— 19. ——
240 420 550 714
192 1 4 2
192 16, 215 18. 45 20, 320
224 294 1140 555

Escribir cada grupo de fracciones dadas como fracciones equivalentes entre si.

1 2 4 7 11 -1 32 5
ZyZ 2. =y~ 31, =,y — 36 2,2y 2
573 7Y% 2’37 5 16’97 36
3 11 8 7 2 8 3 -1 -1 -1
e 27. Sy~ A 3. 2 oy =
2 Vg 976 10157 6 15" 20 7 12
15 7 10 -8 514 16 23 5
2yl 28, — vy 2 33. 2, =y = 38 2,2y 2
273 217 14 779721 11’57 3
5 -1 11 -12 100 -1 11 4 7 -1
Py 29, — y =< 34 2 = 39, =, Ly 2
6 7 10 10° 15 49° 14 7 10 21’227 6
3 7 13 7 511 11 11 =10 5
Syt 30, =y = 35 2 oy 0. =, ——y2
1676 227 15 THERAY! 129 738

1.6 Adicion y sustraccion de racionales

1.
2.

Procedimiento 1.7 Adicién y sustraccion de racionales

Para calcular la suma o la diferencia entre dos 0 mas ntmeros racionales, se procede asi:

Determinar el MCM de los denominadores, que serd en denominador comtn de las fracciones dadas.

Dividir el MCM entre cada denominador.

El numerador estd compuesto por los productos de cada numerador por el cociente del MCM entre cada
denominador.

Efectuar las operaciones indicadas en el numerador.

Simplificar la fraccion si es posible.

La adiciéon y/o sustraccion de racionales consiste en reducir todas las fracciones a fracciones homogéneas tal y
como se hace en el ejemplo 1.23; existen otras técnicas para efectuar estas operaciones, que aparentemente son mas
simples, pero con miras hacia el dlgebra, resulta muy conveniente interiorizar el procedimiento 1.7 que es de carécter
general tanto en la aritmética como en el dlgebra.
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Ejemplo1.24
Simplificar § + 15 —  + 35
FtE-tt 3 Ejercicio dado
MCM{9,15,6,30} =90 Se determina el MCM de los denominadores

2=10; =6, X =152 =3 Dividir el MCM entre cada denominador

(1)-10+(1)-6—-(1)-15+(1)-3

Se determina la fraccién equivalente a las fracciones dadas

90
4 . .
— Se efecttian las operaciones en el numerador
90
2 e E L
i Respuesta, después de simplificar la fraccién

En el numerador quedaron las operaciones indicadas (1)-10+(1)-6—(1)-15+ (1) -3, recuerde que primero se realizan
los productos y luego las adiciones y sustracciones, como se ha indicado con anterioridad.

Ejemplo1.25

Determinar el valor de 6+53 -4 — 13

6+55—45-13 Ejercicio dado

6+5+1—(4+1)-(1+3) Unntmero mixto es la suma de un entero con un racional, asi que 53 =5+ 1
6+5+3-4—2-1-3 Se suprimen los paréntesis

6+1-2-13 Se opera con los enteros, antes que operar con los racionales

MCM{1,2,3,6} =6 Se determina el MCM de los denominadores

% =6; g =2 g =1; g =3 Se opera el MCM entre cada denominador
6

Se simplifica a una fraccién equivalente, por el método del MCM

e Se opera, primero el numerador y luego se simplifica la fraccién

Notese que el mecanismo usado en el segundo paso de la solucién, consiste en aplicar el concepto de ntimero
mixto y, en el siguiente paso, se usa el hecho de que si se resta 43, esto es equivalente a restar 4 y restar ¢. A este pro-
ceso se le conoce como suprimir los paréntesis. Cuando se suprimen paréntesis se aplica la ley distributiva, ademas,
la ley de signos.
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Resumen de la seccion

1. Adicién y sustraccién de racionales

19

—| Ejercicio 1.6

Ejercicios sobre adicion y/o sustraccion de racionales

Combinar usando el procedimiento 1.7

4 26 -8 11
"9 45 "9 15
-8 19 1 31
2. —+— 9. —+—
3 45 27 18
4 8 13 2
3. —+— 10. —+—
27 81 5 25
26 11 1 1 -1
4., —+— 11 =+ -+ —
15 15 2 3 5
19 19 2 8 3
5. —+— 12 ———--=
3 27 10 15 6
8 26 5 14 16
6. —+— 18 -+ —+—
15 25 79 21
4 1 10 -1 11
7. —+— 14, —+—+—
27 45 9 14 6

Resolver los siguientes problemas

21. Al sumar 4/3 y 15/18, y simplificar el resultado obte-
nido, el namero tiene como denominador:

22. Se reparte cierta cantidad de dinero entre 3 personas,
de manera que una reciba 2/5 del total, la otra 1/2 y la
tercera $800. ;A cuanto ascenderia la suma repartida?

23. Dos personas A y B se encuentran separadas en un
camino recto por 160 m. Si A y B se detienen cuando han
caminado los 2/5 y 1/5, respectivamente, ja qué distancia
se encuentran A y B, entre ellos, si partieron del mismo
punto?

24. Dados los siguientes nimeros racionales, 3/5y 7/9,
ordenados de menor a mayor, ;cudl de los siguientes ra-
cionales puede intercalarse entre ellos? 26/45, 3/2,4/5,2/3

25. Se tiene en un ndmero primo de 3 cifras, tal que la
suma de ellas es 11. Si la cifra de las decenas es 1, jcual es
el ntimero si es menor que 500 y la cifra de las unidades
es primo?

26. Ana ha pescado la cuarta parte de los peces que ha
pescado Rubén. Si este le diera 45 peces a Ana, ambos

-1 1 7
15 ——-+=

11 4 2

3 2 5
16, ————-—

16 9 36

-1 -1 -1
17 —+—+—

15 20 12

2 3 5
18, —+-+-

11 5 3

4 7 -11
19, —+—+—

21 42 6

11 10 5
20 ———+-

12 9 8

quedarfan con el mismo ntimero de peces. ;Cudntos pe-
ces pesco Ana?

27. En un apartamento se tiene un tanque de agua to-
talmente lleno. En un dia se consumié medio tanque de
agua; al dia siguiente, la cuarta parte de lo que quedaba;
el tercer dia se consumieron 15 litros de agua, es decir, la
tercera parte de lo que quedaba. ;Cudl es la capacidad del
tanque de agua?

28. Lamitad de 5P es 3U ;cudl es la tercera parte de 10P?

29. Los tres quintos de los estudiantes de una clase son
mujeres. Si se afladieran a esa clase 5 mujeres y 5 hom-
bres, ;Cudl afirmacién es verdadera?

1) Hay mas hombres que mujeres

2) Hay igual ntimero de hombres que de mujeres

3) Hay més mujeres que hombres

4) Con la informacién dada no se puede determinar si hay
maés hombres que mujeres
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1.7 Multiplicacién y division de racionales
Procedimiento 1.8 Multiplicacion de racionales

Para calcular el producto de dos ntimeros racionales § y 4 se multiplican sus numeradores y denominadores

entre si, es decir (%) ( C) = ((Z))((:i)) .

d

Ejemplo1.26
121

Efectuar — - —
6 121 118
—-—  Ejercicio dado
11 18
6-121 _— g
— Se multiplican las fracciones
11-18
726 ) o
e Se efecttian los productos indicados
11
= Se simplifica dividiendo por 66 el numerador y denominador

El ejemplo ilustra la manera como se multiplican dos fracciones, sin embargo hay otro mecanismo mds eficiente.

Se multiplican las fracciones para obtener 3121 ahora en vez de efectuar los productos, se simplifica la fraccién de la

siguiente forma % =1L, Asi, se ha simplificado por 6 y por 11, que es equivalente a simplificar por 66, como en el
procedimiento anterior, pero mucho mds obvio.

Vocabulario 1.2 Notacién de divisiéon de racionales

La divisi6n entre los nimeros racionales  y 4, se simboliza de las siguientes formas.

IS STV RSN

QUlo

Segtin la forma como se presente esta operacion, se puede esquematizar el procedimiento, la lista muestra las
opciones posibles para efectuar una divisién.

Procedimiento 1.9 Division de racionales
a
1. Ladivision de las fracciones — da como resultado una fraccién cuyo numerador es el producto de las cifras
(a)(c)

d
extremas y con denominador el producto de los medios, asi D@

a c c o d
2. Para efectuar — + — se aplica que dividir por S e equivalente a multiplicar por R entonces se puede

aplicar el procedimiento 1.8, es decir:
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a c_ (g)(g) _ (@@
b d \bc) W

Ejemplo1.27
Simplificar 2 + 3
5 3
—+= Ejercicio dado
6 4
5 4 . Y g
5o Forma equivalente de la divisién de racionales
5-4 ) o :
i3 Se efecttia la multiplicacién de racionales
5-2 10 . o
) Se simplifican factores comunes y se opera

Para simplificar una fraccién compleja como la del ejemplo siguiente, se debe emplear una buena estrategia de
solucion para evitar los errores derivados de una escritura confusa y poco coherente. Se han identificado dos bloques
de operaciones, en el numerador y denominador, las cuales se van a calcular de forma separada.

Ejemplo1.28
1.3,1
27571
Evaluar T g
4720
2t5ts —
ercicio dado
= E dad
4720
1+2+1=21 Gesimplifica a una fraccién el numerador
9-2=1 Se simplifica a una fraccién el denominador
27
%O Se remplazan numerador y denominador con sus correspondientes valores
5
E’é =3 Se efecttia la divisién de los racionales y se simplifican los factores comunes

Es importante recordar que los ejercicios en los cuales hay numerosos calculos por resolver, se pueden separar
en bloques de operaciones para ser resueltas de forma separada. Una vez se realicen los célculos, se reemplazan en
la expresion original y se repite el proceso tantas veces como sea necesario, es decir, un gran problema, se divide en

pequerios problemas.

Resumen de la seccion
1. Multiplicacién y divisién de racionales.

2. Notacién usada para representar la divisiéon de racionales.
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—| Ejercicio 1.7

Ejercicios sobre multiplicacién y/o divisién de racionales

Simplificar los siguientes productos

2 2 14 9 3 71 10 11 12
1. == 6. —- - 11, —-—~- = 16. — — - —
53 3 2 11 6 3 3 4 5
3 5 -2 4 23 4 7 21 5
2. —.— 7. —-= 12, = —- = 17. = —- -
10 9 3 7 345 3 10 2
4 12 3 10 -1 -1 3 -1 2 20
3. —— 8 — — 13, — —-— 18, — - —
15 3 10 5 2 3 11 10 5 3
1 24 21 7 -5 3 16 3 4 2
4 — — 9. —- - 14, — - — 19. — —-—
16 21 14 3 2 4 3 10 15 5
57 -2 =15 -10 -12 -14 20 -1 14
5 = 10. —-— 15 — — — 20 — - — —
7 5 3 10 3 5 7 7 2 3
Efectuar las siguientes divisiones.
3 2 7 -1 5 6 7 10 13 20
21, =+ = 26. —+— 31 -+ -+ - 36, —+—+—
2 3 3 3 6 7 8 9 4 3
4 6 -2 -1 8§ 10 -1 3 5 7
22, =+ = 27. —+— 32, -+ —+ — 37. -+ =+ —
5 7 11 5 5 3 3 4 7 10
5 16 9 27 1 1 1 1 2 3
23, -+ — 28, —+— 33, -+ -+ = 38 -+ -+
7 7 16 32 2 4 6 5 5 5
16 8 12 14 1 3 10 9 3 15
24, —+— 29, —+— M4 —r— = 39 -+ —+—
15 21 7 3 10 100 7 2 16 4
12 6 24 8 20 1 24 -2 7 5
25, —+-= 30. —+— 35, —+—+— 40, — +—=+-
7 5 5 15 7 9 5 5 10 8
Simplificar las siguientes fracciones compuestas.
5 1 -1 2
2 5 44. . 5 47 . =
’ 1 -2 -3 34 2
) o z,3
, 1 2 3 5
2. —— 5. —2 8
w3 3 2+1 5+
-3+ - — 14 -2
2 5 2 -3
1 37 21
8B — _3 35
—2+ﬁ 46 —7 48 )
Z.z -7. —2.
9.2 5 3.1 34"
5 -1 1
2-= 1+ — 1-=
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5 1 3
- = 53. 5
49. e 2. —
B S— —2 5
c. - 7.2
3 542 7
3
1
L 54, —
50. 3 i .23
3 2 _5+i
-1+ 2
v 2 3
) 1 2
51. _—3 _1' _3
2 2+ 3
5+ -5
— 5.~
5+—5 3
2
242
1 3
24— 56. %
52. — 2 > 1
a2 Sy—23
2 -5 o3
s _
5 —_— _2+_
3 7

1.8 Polinomios aritméticos

Ejemplo1.29

Procedimiento 1.10 Simplificar un polinomio aritmético sin signos de agrupacién

Simplificar 3.2
4 2

113 45 7 4 7

+ g g
3 4 52 10 5 10

57.

58.

59.

60.

1. Efectuar todas la divisiones y multiplicaciones, antes que las adiciones o sustracciones.

2. Sihay fracciones, use el método del MCM, si no aplicar el procedimiento 1.3.

23
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——————— +—-———+—-——=+2 Ejercicio dado
4 2 3 4 52 10 5 10
15 11 77 p . g
T D= T Se fecttian los productos y cocientes primero
15-5-11-10+2-40-7-5-7-2 :
G Se calcula em MCM de las fracciones

75-110+80-35-14

I Se resuelven los productos en el numerador
-4 -1 . . o/ 0z
ki) Se realizan las sumas, restas y se simplifica la fracciéon

Se han realizado los productos y divisiones de forma eficiente, por ejemplo el producto 2 -3 se calcul6 asi 432
En aritmética siempre que sea posible se simplifican las expresiones a fin de trabajar con cifras pequefias y manejables,
evitando el uso de la calculadora.

Procedimiento 1.11 Simplificar un polinomio aritmético con signos de agrupacion

1. Efectuar primero las multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha.
2. Realizar sumas y restas de izquierda a derecha.

3. Solucionar primero los signos de agrupacién maés interiores.

Ejemplo1.30
-1 (5 2 11 1 1 (5 1
Determinar el valor de | — + (— — —)) + {(— . —) + [2 ==c (— = —)] }
2 6 7 9 8 6 \4 3
-1 ([5 2 11 1 1 (5 1
—+(———))+{(—-—) [ -— (———)H Ejercicio dado
2 6 7 9 8 6 \4 3
-1 23 11 1 11 . 3 8z 2 § .
( == ) & { ==t [2 - ] } Se solucionan los signos de agrupacién mads interiores
2 42 72 6 12
1 11 11 p .
(—) + {— + [ 2-— ] } Se resuelve el paréntesis. En el corchete se resuelve el produc-
21 72 72 g g
to antes que la diferencia
1 11 133 n 8
— { —+— } Se resuelve la diferencia en el corchete
21 72 72
1
21 +{2} = o Se calcula la adicién en el corchete y, finalmente, la divisién

Cada recuadro sombreado, representa las operaciones que se realizan segtn las indicaciones que se listan en el
procedimiento.

Cuando se soluciona un ejercicio donde hay una gran cantidad de operaciones y calculos que se deben efectuar,
como en el ejemplo precedente, el lector debe realizar estas operaciones en una hoja adicional, de manera que no se
mezclen todos los célculos y asi evitar un proceso confuso. Una ventaja que se deriva de realizar cdlculos auxiliares
de forma independiente, es que se puede hacer una revisién del desarrollo del ejercicio de forma eficiente, pues se
tiene todo el proceso dividido por segmentos. Finalmente, las matematicas operativas tienen como objetivo que el
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estudiante adquiera competencias que le permitan estructurar formas de pensamiento sistematico, lo cual le permite
comprender y elaborar textos de naturaleza cientifica, como lo es la matematica.
En el ejercicio que sigue, justifica cada paso de la solucién, con las razones o conceptos que se aplican a fin de

obtener la simplificacién en cada paso.

Ejemplo1.31

_237 . 2_2_5}
121 ° 112 2
-3+ (-4

16
3

Resumen de la seccién

Calcular [(31-43)- 3]+ {53 -3 [23+(1-1

(83 -43) -8l +{n -z [25+(1-15)]}

1. Simplificacién de polinomios aritméticos.

Justificar cada paso del procedimiento

—| Ejercicio 1.8

Ejercicios sobre polinomios aritméticos

L{((55)+5)5)
2 (((5-3)5)+3)
s ((G-3)+3)3
+((5-5)+5)+3)
5 ((7-3)-5)3
o (73502 5)+2)
7 {(5+2)-5)-(5-5)+3)-5)

9. (5—(1—1)+§

3 3] 4
10.
11.
12.
13.
14.

15.

(633
214
D

|

N | =



1.9

26 CAPITULO 1. OPERACIONES Y CONCEPTOS BASICOS

B EYIED
(02 2Hb+3-2)-63 o (02320
o )36 ) ) o (-3 B

Sistema de los nimeros irracionales

La definicién de los irracionales se hace en contraposicién con la de los nlimeros racionales, es decir un ntimero
irracional es un nimero que no es racional &. Los racionales representan la razén entre dos enteros, pero los irracio-
nales son ndmeros que no se pueden expresar como la razén entre 2 enteros.

Definicién 1.12 Sistema de los nimeros irracionales

El sistema de los ntimeros irracionales estd formado por todos los ntmeros del conjunto Q* tales que no se
]
pueden expresar la forma £ con a y b enteros.

Si bien la definicién es matemdticamente correcta no proporciona un ejemplo o forma como se expreso en las
definiciones de enteros y racionales, motivo por el cual existe dificultad para que el lector la aplique a un ntimero
a fin de establecer su naturaleza, es por esto por lo que en la préctica resulta conveniente usar la representacién
decimal de un nimero como mecanismo para determinar la irracionalidad del mismo. En este sentido se puede
afirmar que un ntimero irracional expresado en forma decimal, tiene infinitas cifras decimales no periédicas, y un
ndmero racional puede’ tener infinitas cifras decimales periédicas.

De los ntimeros irracionales hay un grupo de ellos que vale la pena citar porque son empleados con mucha
frecuencia en las matematicas aplicadas.

@ Irracionales de uso frecuente.

1). Raiz de dos V2= 1,414213562373095048801688724209698078569671875376948073176679...
2). Namero de euler e= 2,718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967 ...
3). Ntmero pi TR 3,141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944...

4). Namero de oro $= 1,618033988749894848204586834365638117720309179805762862135448...

La figura muestra su localizacién en la recta real

T 4

Figura 1.3: En la recta real ubicacion de irracionales

8l sistema de los ntimeros reales estd formado basicamente por racionales e irracionales.
9Hay niimeros racionales con finitas o infinitas cifras decimales, €j % =0,5, pero % =0,33333...
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Sistema de los nimeros reales

El sistema de los nameros reales estd formado por los conjuntos que se han definido en las secciones 1.1, 1.11 y
1.12; Se presentan una figura en la cual se muestra la forma como estos sistemas numéricos se acomodan para dar
origen a los ntiimeros reales.

Q

Racionales

7" +{0}

Enteros positivos y el cero | =Irracionales

7-
Enteros negativos

Figura 1.4: Sistema de los ntimeros reales.

En la Figura 1.4 se puede ver que un ntimero entero es a la vez entero y racional, pero un racional no necesaria-
mente es entero. De otro lado los ntimeros racionales e irracionales no tiene elementos en comun, asi que basicamente
un nimero real es racional o irracional.

Propiedades de los numeros reales

En los niimeros reales hay dos operaciones que cumplen una serie de propiedades, y es de vital importancia
su comprension y dominio. La tabla que sigue presenta las propiedades de los ntimeros reales para la adicién y
multiplicacién.

Sean a, by c reales, entonces se cumplen las siguientes propiedades.

Propiedad Adicién Multiplicacién

1. Clausurativa La suma de los reales a y b es un real El producto de los reales a y b es un real

2. Asociativa (a+b)+c=a+(b+c) (ab)c = a(bc)

3. Modulativa  El cero es el modulo de la adicion El uno es el modulo de la multiplicacién
por tanto se cumple que a+0=0+a=a es decir que (@)(1) =(1)(a) =a

4. Invertiva Todo real a tiene un inverso aditivo —a Todo real a tiene un inverso!“multiplicativo 1
talque a+(-a)=(-a)+ (@ =0 y se cumple que (a) (%) = (é) (a)=1

5. Conmutativa Sumar a con b es lo mismo que sumar bcon a Multiplicar a por b es lo mismo que calcular b por a

Cuadro 1.1: Propiedades de la adicién y multiplicacién en reales

Hay una propiedad que esta relacionada con las dos operaciones, esta es la Ley Distributiva de la Multiplicacion
respecto de la Adicion, y dada su importancia la enunciamos de forma separa a la tabla anterior.

10E] inverso multiplicativo de a se simboliza como a’l
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Propiedad 1.4 Sean a, by ¢ Reales, entonces se cumple que:!!

a(b+c)=ab+ac

Mas adelante cuando se enuncien las otras operaciones aritméticas, se analizara cudles de las propiedades ante-
riores se cumplen o no.

Respuesta ejercicios del capitulo

1. 11 23. 0 45. 8 16. 72
2. —-38 24. —-13 46. 6 17. 29
2
3.2 25. 0 47. 9 18. 3°-5-7
19. 2-3.5.7
4. -10 26. 43 48. 28
20. 3%2.5°
5 -27 27. —41 49. 0
21. 52.78
6. 71 28. 14 50. 17 ) )
22. 2¢-3:5.7
7. =29 29. 10
Respuestas ejercicio 1.2 23. 57:7-117
. 6 . —6 2. 22 .
8 30 1 ot 24. 22.32.5.7
3.5,
9. 35 31. 3 9 92.52 25. 3%.5.11
_ _ 26. 113
10. —46 32. -30 3 33
2
11. 50 33. 29 4 52 27. 5°-11-13
‘ 28. 22.32.52.7
12. 4 34. -14 5. 73 8
’ 29. 3%.11-17
13. -33 35. -5 72
6. 27 30. 53.78
14. —-49 36. 5 afios 3
7.3:5 31. 25.3.112
15. 7 37. ].6 8. 23.33 32' 22‘33.54
16. 13 38. 0 9. 96
Respuestas ejercicio 1.3
17. -3 39. 9 10. 34
1. 20
18. 1 40. 120 postes 11. 22.3-11
2. 24
19. =27 41. 11 4
12. 5 3 15
20. 9 42. 33 13. 22.33.52 4 4
21. 12 43. 19 14. 2-5-11-13 5. 1
22. -36 44. 12 15. 36 6. 8

1gn dlgebra se usa esta la ley asi: ab+ ac = a(b+ c) y a este proceso se le conoce como factorizacion
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7.

8.

9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

30.

Respuestas ejercicio 1.4

1.

2.

3.

45

10

40

3

20

48

12

22

30

24

40

42

48

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

36

75

88

200

420

50

210

126

105

360

60

252

150

240

900

315

1800

210

945

210

180

700

1320

3465

1540

1540

360

600

2300

33.

Respuestas ejercicio 1.5

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

504

3
2

N N =

SRR

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

55
37

3 10
15715
-6 11
e
45 14
676
-25 -3
30 Y 30
9 56

187 18

16 49

287 28

16 21

187 18

20 -21
2Y 2
33 -24
307 30
65 56
120 7 120
15 10 -1
30'307 6
6 16 15
30'30 7 30
45 98 48
6363 63
1000 -35
290 ' 290 ¥
~100 484

220 ' 2207

539
490
605
220

27 32 20
144’ 142 7 144

-4 -3 -5
60’ 60 7 60

30 99 275
165" 165 7 165
8 7 -77
ITRArTY

66 —80 45

72 72 Y70

29

Respuestas ejercicio 1.6

2

15



30

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

101
45

20
81

37
15

190
27

118
75

23
135

73
45

95
54

67
25

19
30

191
63

181
63

139
44

25
144

404
165

31
21

31
72

8000

32

24.

25.

26.

27.

28.

29.

wiln

317

30

120 litros
12U

Hay mas mujeres que

hombres

Respuestas ejercicio 1.7

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

CAPITULO 1. OPERACIONES Y CONCEPTOS BASICOS

18.

19.

20.

21.

22.

24.

25.
26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.
33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

125

n—4|\] [SSHIEN
[

gl

W olg NwW
ol 8

40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.

49.

50.
51.

52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.

60.

Respuestas ejercicio 1.8

32
35
35
36
50
9
7

29
1

100

150

11
15
29
10
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21
3. ——
10
9
4. —
14
1
5. —
15
83
6. ——
42
93
70

10. _&
20

11. ——
10

4
12. ——3
49

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

31



2.1

Potenciacion

Potenciacion

El capitulo 1 fue dedicado al estudio de las cuatro operaciones bésicas de la aritmética como son la adicién,
sustracciéon, multiplicacién y divisién; ademds se definieron los cuatro sistemas numéricos mas importantes: enteros
(2), racionales (Q), irracionales (I 0 Q) y por supuesto los reales. Los capitulos que restan seran dedicados al estudio
de la potenciacién, radicacién y logaritmacién, ademads de las aplicaciones del concepto de proporcionalidad.

Definicion 2.1 Potenciacion

Sean a, b Reales y nun Z*, se define a” asi

a’=a-a-a-a..a=b
—_——
nveces a

a es la base, n el exponente y b la potencia

De la definicion se aprecia que la potenciacién es una operacién definida en términos de una multiplicacién, asi
que para calcular una potencia se debe hacer en realidad una multiplicacién.

Ejemplo2.1 -Cdiculo de potencias

Calcular la potencia 2°

25 Ejercicio dado
2:2:2:2-2 Se aplica la definicién de potenciacion
—_—

5 veces 2

(2-2)(2-2)(2) Propiedad asociativa de Reales

@42 Se efectuan los productos en los paréntesis
“4-4(2 Propiedad asociativa de Reales
(16)(2) Se opera en el paréntesis

32 Se opera, con lo cual 32 es la quinta potencia de 2
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De la definicién de potenciacién dada en 2.1 se derivan consecuencias relacionadas con potencias que resultan
con frecuencia.

Vocabulario 2.1 Potencias especiales

D. a’=1 Todo ntimero real elevado a la cero equivale a 1, con a # 0
2). a'=a Todo ntimero real siempre tiene exponente 1
o1 -1 . T
3. a =- a " es el inverso multiplicativo de a, con a #0
a

o )

- b n — b n
5). (E) . (—) En general, (%) " es el inverso multiplicativo de (2) ,cona#z0y b#0

a1 . o b
(—) es el inverso multiplicativo de | —

b a,cona;éOyb;éO

Estas potencias especiales serdn de vital importancia al momento de simplificar expresiones que contienen expo-
nentes, asi que su uso se hard mds adelante.

Aplicacion del concepto de potenciacion
Ejercicio 2.1

Célculo de potencia, base y exponente

Usar la definicién de potenciacién para calcular las siguientes potencias.

1. 92 5. 42 9. 72 13. 112 17. 332
2. 93 6. 43 10. 73 14. 292 18. 212
3. 52 7. 142 11. 262 15. 112 19. 192
4.5 8. 13 12. 172 16. 222 20. %

Determinar cudl es el exponente, de manera que la igualdad se cumpla.

21. 11¥ =121 25. 2%=4 29. 3%=9 33. 34* =1156 37. 35% = 1225
22. 0¥=0 26. 2*=8 30. 3 =27 34. 29% =841 38. 16" =256
23. 9% =81 27. 4=16 31. 22% =484 35. 21% =441 39. 28 =784
24. 9% =729 28. 4% =64 32. 30% =900 36. 19% =361 40. (3)'=%

Con qué base se cumple cada igualdad.

41. x*=25 45. x*> =49 49. x* =100 53. x% =900 57. x*> =900
42, x3=125 46. x3 =343 50. x3=1000 54. x? =144 58. x? =121
43. x*> =64 47. x*>=4 51. x*> =361 55. x* =289 59. x* =729
44. x*=512 48. x*=8 52. x*=1089 56. x*=1024 60. x> =15
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2.2 Leyes de la potenciacién
A continuacién se presentan las leyes de la potenciacién en un orden que obedece al uso que se hace de ellas, en

funcién de su aplicacién en la simplificacién.

Propiedad 2.1 Potencia de una potencia
(am)n =g

Es la misma base a elevada al producto m - n

Ejemplo2.2 -Cdiculo de potencia de una potencia

Calcular (32)*
(33)*  Ejercicio dado

3@M@  Se aplica la propiedad potencia de una potencia

38 Se efectua el producto indicado

Cuando se aplican las leyes de la potenciacion, es frecuente dejar indicadas las potenciaciones, es decir, no se
determina cudl es el valor de 3 elevado a la octava potencia.

Propiedad 2.2 Potencia de un producto
(a-b)"=am - b™

Es el producto de las bases a por b elevadas cada una al exponente m

Ejemplo2.3 -Cdlculo de potencia de un producto

Calcular (2-5)7
(2-5)"  Ejercicio dado

2757 Se aplica la propiedad potencia de un producto

Para efectuar una potenciacién, se suelen aplicar varias leyes de forma simultdnea; este es un ejemplo donde se

apliquen dos leyes de forma simultanea.

Ejemplo2.4 -Simplificacién de una potenciacién

Calcular (23-772)7
(23-772)72 Ejercicio dado

(23)7%-(72)®  Se aplica la propiedad potencia de un producto

276.74 Se aplica la propiedad potencia de una potencia

La cantidad de pasos que se empleen en la solucién de un ejercicio depende de la practica de las leyes, asi que en

el ejemplo precedente se pueden aplicar de una vez las dos leyes, es decir: (23-772) 72 = 276.74
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Propiedad 2.3 Potencia de un cociente.
m

-5

Es el cociente de las bases a y b con b # 0 elevadas cada una al exponente m

Los ejemplos anteriores han presentado simplificaciones de potencias de ntimeros primos, esto no siempre va a
ser de esa forma. Cuando se presente un ejercicio en el cual hay que simplificar potencias de niimeros enteros, lo
primero que se debe hacer es factorizarlos.

Ejemplo2.5 -Simplificacién de una potenciacion
5
Calcular (ﬁ)
25

5
(36) Ejercicio dado

25
2 . 924\°
2.3 ]
= Se descomponen en factores primos a 36 y 25
210‘310
0 Se aplican las propiedades potencia de una potencia, de producto y de un cociente

Noétese que las propiedades enunciadas hasta ahora cumplen como funcién expresar cada base con un tinico
exponente, ademads, las leyes potencia de un producto y de un cociente se pueden entender como una ley distributiva
de los exponentes, respecto del producto o cociente de potencias.

Propiedad 2.4 Producto de potencias con igual base  a”-a" =a™*"
——

igual base a

Es igual a la misma base a elevada a la suma m+n

Ejemplo2.6 -Simplificacién de una potenciacién
5
Simplificar (ﬁ) 62
25

36\° , o
—| 6 Ejercicio dado
25

210‘310

Tpl0 (2-3)>  Se descompon en factores primos a 6

210.310.22_32
510
212 . 312
510

Se aplica la propiedad potencia de un producto y se multiplican las fracciones

Se ha aplicado la propiedad Producto de potencias con igual base

Simplificar una potenciacién consiste en expresar el resultado final en potencias de nimeros primos, de forma
que cada base s6lo aparezca una vez; como lo presenta el ejemplo, donde se han combinado las bases 2 y 3 en una
sola potencia.
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Propiedad 2.5 Cociente de potencias con igual base

Es igual a la misma base a con a # 0 elevada a la diferencia m—nsi m>n

an an—m

Es igual a uno sobre la misma base a con a # 0 elevada a la diferencia n—-msi m<n

Resumen de la seccién

1. Definicién de potenciacién

2. Leyes de la potenciacién

—| Ejercicio 2.2

Simplificacién de productos y cocientes de potencias

“", "o,

Simplificar las siguientes expresiones. Entiéndase el operador “:” como “+”.

1 (-2°:(272) 18. 572.571.5%.52.57 5 103040
s o ©7-4.32.26
2. (-15)7:(15%) 19. =271 (=271 (27 (-2 25588
3. 73 (-1 20. (-7 '-(=D7 (=7t (=17 33. 57.72.93.54
- - 6 6
4.371:37 21. —23'1.(=23)71%. (-23)* 34, 65
6 4 95.96.66.29
5. (-2)7:(-2") 22. (=35)71(=35)*- (-35)2 o 43 .78
5.4-9 35 ———
6. 47:4 23. (1) (=11)7*- (-11)8 73.26.68.22
7. (=3)%:(-3%) 3 4 37.2%.48
SRR . pww
8. (-DF: (-7 25. 5%:5% 3 7 .26
9. 1_36:172 A 37‘ 2_? -;__2; :-; -
) . 26. (53) -(=3)7"-(-9)
10. (-2)°: (2™ —5.q-8_ 28
11. 22.23.25 T 34.32.39.74.78 (= <27
2. g7 -9
12. 37.3%.37!1 750792 59, &0 0
B 532 75t -y
13. —2°:(-279) 6.2 -8
.22.(-2
— 29 (6°-47.59.49 40. %
14. -4 .(—4) 6_36,29_56,42 27+-8 '(—5)
15. 54:(57) 52'34'37 i 6*2.3*4.(_1)74
16, —52: () R PN
72'94.5 42‘5_1'8_2
24, LYY 42, ———
17. —1724: (-1%9) R SN 5-7-(-1)-57
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Guia de como simplificar una expresién con potencias
Las secciones precedentes han presentado ejemplos que clarifican la forma como se aplican e interpretan las
propiedades de la potenciacién; luego de este proceso es claro que la manera en que se resuelva un ejercicio varia

dependiendo del orden en que se apliquen las propiedades. Se da a continuacién una guia que se puede aplicar con
el objeto de simplificar cualquier expresién en la que haya cocientes y productos de potencias.

@ Guia de cémo simplificar una expresiéon con productos y cocientes de potencias

Aplicar en el siguiente orden los procedimientos que se listan a continuacién:

1). Descomponer en factores primos todos los nimeros Propiedad Ejemplo
2). Potencia de una potencia (@™" = g™n (32]_4 =324 =38
3). Potencia de un producto (a-b)"=a"b" (3-5)*=3%52
, , ayn  a" 3)° 3°
4). Potencia de un cociente (—) =— (—) =—
b b" 4 45
1 1
5). Definicién de inverso multiplicativo —=a" — =572
a” 52
6). Producto de potencias con igual base aa™=a"tm P78 =73+C8 =775

7). Expresar todas las potencias con exponente positivo

2.3 Ejercicios resueltos

2274749 (3)?
22.(4)° (94

Ejemplo 2.1. Simplificar la expresion

2277 9°B)?
224 9*
22.7(22) 7 (32)° (3)2

22.(22)°(32)*
2.7 (2(’8))(3% ()32)

22.(210) (38)
22.7.278.36.32.272.2710.38  Definicion de inverso multiplicativo

Ejercicio dado

Descomponiendo los niimeros 4y 9

Potencia de una potencia

2278-2-1036+2-87 Producto de potencias con igual base

2718307 Efectuando operaciones

T8 Definicién de inverso multiplicativo y 3° = 1
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3\—2
Ejemplo 2.2. Calcular (%) (16-273)7"

23\ -

(?) (16-273) Ejercicio dado

23\ -

(—) (2%-273) Descomponiendo 16 en factores primos

2
26
272-2’4 .23 Potencia de una potencia, de cociente y producto
276.274.23.22 Definicion de inverso multiplicativo
276-4+3+2 Producto de potencias con igual base
273 Operando
1 -
% Expresando con exponentes positivos

-4 -1

4—1629—2) _ (4—1639)

Ejemplo 2.3. Operar (

426293 436-1
4-16292 -4 41639 -1 o
( 42629-3 ) +( 236-1 ) Ejercicio dado

Descomponer en factores primos

((22)‘151(32)‘2)4 . ((22)‘1 (2-3)3(32))
22%6232)° ) | (22°e-3!
28316 9=6.9.3 Potencia de una potencia, de cociente y producto

STo3E 7 35 3337 Dividir por alb es multiplicar por bl a '
Se cancelan factores comunes cuando es posible

28.316.9-6.5.3
2-16.324 .92 .9-3.3-3.3-2

Se efectiio la multiplicacion

28.316.276.2.3.216.324.9-2.23.33.32 Definicién de inverso multiplicativo
22032 Producto de potencias con igual base
220

5 Expresando con exponentes positivos

El siguiente ejemplo presenta un ejercicio que contempla potencias de ntimeros negativos como (-3)?. Se aplica la
definicién de la potenciacion se obtiene que (-3)? = (=3)(-3) = 9.

En general cuando una base negativa esta afectada por un exponente par, el resultado es positivo. Por otra parte,
la expresion (-3) es equivalente a (-3)(—3)(—3) = —27, con lo cual se puede generalizar que una base negativa elevada
a un exponente impar da como resultado un valor negativo.

En la escritura de operaciones indicadas de potenciacién, el uso de los signos de agrupacion es fundamental, por
ejemplo la operacién —3% da como resultado -9, pues el cuadrado no afecta el signo negativo. Esta apreciacién es
importante tenerla presente cuando realizamos este tipo de operaciones en la calculadora, ya que resulta frecuente
que para calcular (-3)? se escriba en la calculadora —32 lo cual es erréneo pues (—3)? # —32.
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Ejercicios del capitulo

—| Ejercicio 2.3

Simplificacién de operaciones indicadas

Determinar por qué cantidad hay que multiplicar los siguientes niimeros de manera que el resultado obtenido
sea el minimo cuadrado perfecto posible (recuerde que un cuadrado perfecto es un entero que tiene raiz exacta).

1.8 4. 48 7. 12 10. 20 1o L 14 2
12 V2
2. 27 5. 45 8. 32 2
1 5
e 13. = 15 -—
3. 18 6. 28 9. 50 1. 2 > NG

Expresar las siguientes potencias como producto de factores, aplicando la definicién de potenciacién:

3 -3 -3 -2 _1\3
16. (-7) 18. 4 20. -5 2 (g) 23, (_1)
17. (=2)°-32 19. —34 21, (-1~ 3 5

Sustituir los asteriscos por niimeros tales que la igualdad se cumpla:

SR (3

= (53 -6 > -
26. ((-3%)" = (-3)* 30. (_g)*)zz(_g)ﬁ
7 (366 -6 o1 (366 ()
Evaluar las siguientes expresiones
32. 9747 39. (;)_2
33.27%.7 51312
34, (‘—1)_2-4 0 [(3) ]
’ 2 41. 2)32
3. [(;) ] (5 .
\ o 42. (297
% (EXE) 43. (((—43)‘3)_1)
7 (_72) X(_?s) 44, (((54)1)—2)1
s (3] . (57



50.

51.

52.

53.

54.

55.

Q1

(&

Determinar el valor de la variable

64. C=

65. H=

66. C=

67.

68.

69.

70. R=

71. 1=

72.

KON

5.-5-5-5-5-5
5:5-5-5
253749
482336
3519 (8 . 5)16 2713

(2-3-5)30(5.9)51418

_ @)@

(27)°
3394
27-812

242424242424

2828
@)’ ey’
22

CAPITULO 2.

2

s6. [22)7°] <297

57. [22:4—3]‘3:[(\/5)2;4—3]

2

58.
5-971

92 (-1)%-(-4)~ 1)
59.

92(1)8(1)3

|
[f5
o (D)
[
|
[Sre

7 5 —4
61, (823 )

7-6.2-5

62.

97 (=3)*-(-27%\~
5%.872

63.

86 ( 4) -9 59
47.6°7

73. H=3%3%372
6*-4
8-32

75. A= { [(3)2]3}4.(_§)2.(_

2/3)%-1/3)73-24.123.6°
32.(2/4)3.(32.82.33)—1

32.(3/23)-(271/32)32

74. V=

)75

~ine

76. K=

77. F=

78. G= (—

3723224 | 2%2712

79, = 232-234 7 24322
’ 223, 2432
24372 B 2324

2132271 2137242

80.

Q= 2332267 " 3-32-22
32271 |, 243724

81 _ 362723 " 2-lp462

T 273218 |, 2427236
3722816 © 2418

POTENCIACION
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(3—234)*1 ) (223—2)*1
(32371)*2 (3233)’2

82. A= ]
343-122  (323)
(23322)2 3%2

328H7' | (@

T N i R i

313102 (323)°
(23322)% © 3%2

Evaluar los siguientes polinomios aritméticos:

87. (3+4)?
88. 3% +42
89. (5-—3)?

90. 5% —3?
24 _ 93

91 —;

92. 3.6 14+4-3=2

93. (-2%)° +(-2%)°

94. 2%+ (=23 +23 - (-2)°

95. 4-4-4-4-4-4—16-16-16

96. -2+ (-2)* +2* - (-2)*

97. 0"+ 7%+ (=5)°+1%+ (—6)!

9%. (‘71)"; (g

9. (eﬁ _21)2
5 72

2

100, 32 +52 452
-1 -2 -3

o (5] +(5) -(5)

3 3 3
213 23 (2)3 213
L
3 3 3 3
103. [27'+371]"!

(3)°-()"

(3

102. —

104.

84.

85.

86.

105.

106.

107.

108
109
110

111.

112.

113

114.

115.

116.

117.

372.34.26.p  27.26.372

R= :
34.2.371.27 15.(2—4)23—3
32.372.24 322792
M= .
223-22-3  32243-1
27.24.81  3%.22.(22)7°
W= :
(32)_1.28.9 2-2.3-1
204371
3
304472
(1+2-1)°
5(2 7\ .,
=|=-+=|+2"-4-3
35 2
C[(=2+3)-(=3)]%: (-6 +3)
. [(=6+7-15): (=71° = [-3-(=3)]
. [49:(24-35+4))2+[-36—(-10-21)]°
28 4210 49
232223

21402493404
271427242-3 4274

-1
.32+(3ﬂ3—272+(é

(—%)3 +271 430

16

81
(-3)3 +6°
33+ (-1)?

3 0 228 )
(E) +ﬁ—2'3

+[110-15| - (=1)7?]

Expresar como potencia de una tinica base, asi ésta no sea un nimero primo.

41



2.5

42

119.
120.
121.
122.
123.
124.
125.
126.

127.

128.

129.

130.

131.
132.
133.

134.

35.3%.3
(=5)": (-5)?
[(a?]°
(772

(-2)°-(=2)°- (-2)73.(~2)

62-(-2)%-3%
2%.2.8

(—4)3-(-4)°-16
56w
2 2 16
2 5 3 5
5 (3)
2742753
62 (3)\7?
&) ()
N2 =370
g3 (_2)3
(-3)7%:(-3)°

22 (23.(—2)8 2
EjT' 25.272

Respuestas a los ejercicios del capitulo.

1. 81

2. 729

4. 125

5. 16

6. 64

7. 144

10. 343

11. 676

12. 289
13. 121
14. 841
15. 121
16. 484
17. 1089
18. 441
19. 361
20. 1
21. 11

22.°3
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(-3)233(-3)\°
33.3—1 )

135. (

52~5—3)‘1 (52-53)2

136.
(5—2.53 5.52
542.183.2772.(372)2
P73 257
137. 27 32422
3-3.24.23.1671.182.24"1

Resolver los siguientes problemas.

138. Espafia tiene una poblacién de 36,6-10° habitantes y
una superficie de 50,4-10*km?. ;Cuél serd la densidad de
la poblacién espafiola? (Densidad = hab/super ficie)

139. La masa de la tierra es 5,98-10**kg. ;Cuél seria la
masa equivalente a 3 planetas iguales a la tierra?

140. Un lavavajillas dispone de 8 bandejas y en cada una
de ellas caben 32 vasos. ;Cudntos vasos se podréan lavar
de una sola vez? Expresa el resultado en forma de poten-
cia.

141. La edad de Marcos es 14 afios. ;Cuadl es el cuadrado
del doble de su edad dentro de 2 afios? Expresa el resul-
tado en forma de potencia.

142. ;Cuél es el cubo del cociente que resulta de dividir
128 entre 32? Expresa las operaciones y el resultado en
forma de potencia.

23. 2
24. 3
25. 2
26. 3
27. 2
28. 3
29. 2
30. 3
31. 2
32. 2

33. 2
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

1.

10

10

19

33

30

12

17

32

30

11

27

N|—

—27

Respuestas ejercicio 2.2

10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.

22.

23. —

24.

25.

26.

27.

28.

25.52
37.75
712

37-5

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

217 . 52
32

32
38
28.5
28.36.75

210 38
53.72

56 . 76
214 ,327

38.75

37
29.78

38. —=

39.

40.

41.

42.

34.56.72

215 .55
36
1

22.5

Respuestas ejercicio 2.3

43
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

=nNE=nDED

(-2)(-2)(-2)(-2)(-2)-3-3

41471471 =
-3-3-3

—571.571.571

D7t -t (=7t (-7t

®IN W >

o

36.

37.

38.

39.

729

40. —

41.

42.

43.

44.

46.

47.

48. —

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

2120

410
_327
I
24.38.58
24
2730

2—42

61.

62.

63.

64.
65.

66.

67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.

77.

78.

CAPITULO 2

1
218 ,35,76

510
220 ,310

214
314 ,518

25
48
7
3
35
81

4

72
CRECHN

22837

35.5.7

79. —=

80.

81. —

82.

83.

84. —=

85.

86.

87.

. POTENCIACION
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88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

73
36

16
25

33

=15

[S21[ep)

Ol

LSl e]

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

(J1|>—‘
Bl

—
—

288
475

(-5)°
(—4)°
-7

(-2)3

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

215

7,26hab! km?
17,94-10* kg
28 vasos

210

26

45



Radicacion

3.1 Radicacion

Con anterioridad se ha hecho énfasis en la definicién de las operaciones aritméticas y la radicacién es una ope-
racién que se define en términos de la potenciacién, lo cual significa que para poder determinar raices de ntimeros
reales sin calculadora, hay que dominar la potenciacién. Potenciacién y radicaciéon son operaciones que guardan re-
lacién con la multiplicacién y en este sentido se debe insistir que para efectuar estas operaciones hay que dominar la
multiplicacién y con ello las tablas de multiplicar.

Definicién 3.1 Radicacion

Sean a, b reales y nun Z*, se define {/a asi
Y/a=bsiysolamentesi b" =a

a es el radicando, n el indice y b la raiz

Observese que la radicacién es una operacion en la que se busca una base b (llamada raiz) tal que al aplicarle el
exponente n de como resultado a, es asi como la radicacién es una potenciaciéon en la que se desconoce la base.
Ejemplo3.1 -Cédiculo de una raiz con dos soluciones

Calcular v4
Se busca un ntimero b tal que b? sea 4; hay dos opciones para by son 2y —2.

Siempre hay forma de verificar si el nimero hallado cumple con el célculo realizado, en efecto veamos que 2% =4
y también (—2)? = 4. La forma de presentar la respuesta puede ser escribiendo v4 = +2, 0 se puede formular por
separado que vV4=2y v4=-2.

Ejemplo3.2 —Cdiculo de una raiz con tnica solucién

Calcular v-8

Se busca un ntimero b tal que b® sea —8; hay s6lo una opcién para by es —2, es decir V-8 = -2.
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La solucién de un raiz puede ser exacta, siempre que el radicando sea una potencia cuadrada o ctibica, como en
los dos ejemplos anteriores; pero existen ejercicios de radicacion en los cuales el valor de la raiz es un decimal infinito
y para su calculo debemos recurrir a dispositivos como calculadoras o computadores.

Ejemplo3.3 -Cdlculo de una raiz inexacta

Calcular V/5

Se busca un ntimero b de forma que b? sea 5; de la potenciacion sabemos que 22 =4 y 3% = 9, asf que la raiz
debe ser un ndmero entre 2 y 3, lo cual significa que no es un entero.

El célculo que se muestra a continuacién fue realizado en el sistema en linea Wolfram Alpha.

V/5 = 2,236067977499789696409173668731276235440618359611525724270897....

. . , . 2 z : l
No se pretende dejar la idea que una raiz es inexacta cuando su solucién no es entera, asi por ejemplo \/E es 2,

que es un valor exacto y no es un entero, pero tampoco es una aproximacién como la raiz calculada en el ejemplo
anterior.

En matematicas se privilegia la exactitud en los cdlculos sobre las aproximaciones, motivo por el cual todas las
raices inexactas se operan en su forma mds simple y sélo se recurre a una aproximacién de ellas en casos muy
especiales de las aplicaciones en la solucién de problemas.

Ejemplo3.4 -Cadlculo de una raiz sin solucién real

Calcular v-4
Se busca un ntiimero b tal que b? sea —4; habria dos opciones para by son 2 y —2, sin embargo, nétese que tanto
22 como (-2)? no es —4 sino 4; asi que se concluye que v—4 no existe en los reales

La radicacién es una operacion que no cumple con la propiedad clausurativa, que si se cumple en la adicién y
multiplicacién; asi que se puede concluir que no siempre es posible determinar la raiz de un ntimero real. Este hecho
es de suma importancia, toda vez que en dlgebra y calculo esta idea se emplea con mucha frecuencia al determinar
el dominio de una funcién o la naturaleza de las soluciones de una ecuacion.

Definicion 3.2 Alternativa de radicacion como una potencia
Sean a 'y mreales; y n Z*, se define Vam asi

m
Va™=a" siempre que Va™ exista

a es el radicando, n el indice y m el exponente del radicando

Se presenta un ejemplo del uso de la definicién alternativa de radicacién como una potencia, en funcién del
calculo de raices.

Ejemplo3.5 -Uso de la definicién alternativa de la radicacién

I Calcular el valor de v/25
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Ejercicios dado

Se descompone el radicando, es decir 25 = 5

Se aplica la definicién alternativa de radicacion

(G20}
N

Se obtiene este resultado luego de simplificar el exponente

En la préctica, el cdlculo de la rafz planteada se efectta asi: v/25 = {/5¢ =5, pero la utilidad de la definicién
alternativa de la radicacién se evidencia en un célculo como el que sigue.

Ejemplo3.6 -Uso de la definicién alternativa de la radicacién

V625  Ejercicio dado
V5% Se descompone el radicando, es decir 625 = 5*

Calcular el valor de v625 é/; Se aplica la definici6n alternativa de radicacion

4
5 Se obtiene este resultado luego de simplificar >

25 Se efecttia la potenciacién

Noétese que se aplicé la definicién alternativa de la radicacién, aunque no se escribié de forma explicita en el
proceso de calculo del ejercicio dado, pero, en todo caso, la préctica en matemadticas es fundamental a la hora de
dominar las definiciones y propiedades a emplear en las operaciones aritméticas en funcién de la eficiencia o rapidez
al momento de realizar los procedimientos pedidos.

Aplicacién del concepto de radicacién

—| Ejercicio 3.1

Caélculo de rafz, indice y radicando

Usar la definicién de radicacién para calcular las siguientes raices.

1. VBT 5. V49 9. V84l 13. vaal 17. V64

2. V25 6. V676 10. V121 14. V361 18. V1

3. V16 7. V289 11. V484 15. V729 19. V343

4. V1 8. V121 12. V1089 16. V125 20. {/%

Cudl es el indice con el cual se cumple cada una de las siguientes igualdades.

21. V/81=9 25. V/25=5 29. V/25=5 33. V/484=22 37. V/256=16
22. V729=9 26. V/125=5 30. ¥125=5 34. V225=15 38. V196=14
23. /36=6 27. Ya=2 31. /1089 =33 35. ¥/324=18 39. V676 =26

24. {/216=6 28. V/8=2 32. {/1156=34 36. V/625=25 40. (/5 =%
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Con qué radicando se cumple la igualdad.

41. Jx=5 45. Jx=1 49. /x=3 53. V/x=28 57. Vx=22
42. Yx=5 46. Yx=1 50. ¥x=3 54, yx=15 58. Vx=26
43. Jx=2 47. Jx=0 51. Vx=13 55. VX =29 59. Vx=19
44, Yx=2 48. Yx=0 52. Vx=15 56. /x=12 60. vVx=1

3.2 Leyes de la radicacion

En razén a que no todas las raices de ntimeros reales son exactas y que con frecuencia se debe hacer calculos que
involucran varios radicales, lo que resta del capitulo estard dedicado a las propiedades de la radicacién que van a ser
muy ttiles para efectuar operaciones entre radicales, conservando la exactitud en los calculos.

Propiedad 3.1 Potencia de una raiz
(Va)" = a siempre que ¥/a exista

Ejemplo 3.7 -Simplificacién de potencia de una raiz

Uso Correcto Uso Incorrecto

Calcular (v/49) Calcular (v=4)*

(9] &

2. . . .
En el caso (v/-4)°, es incorrecto ya que v/—4 no existe, como lo exige la propiedad.

2

Propiedad 3.2
Raiz de una potencia
Para simplificar v a” se deben considerar dos posibilidades.

1). Indice n par 2). Indice n impar
Va=|al Vam=a

El ejemplo que sigue presenta tres opciones en las cuales hay que aplicar la propiedad a fin de obtener la simpli-
ficacién.

Ejemplo 3.8 -Simplificacién de raiz de una potencia

Efectuar cada una de las siguientes operaciones:

V54 V(-4)* V23 V(=3)3
] | -4l 2 -3
5 4 2 -3

Hasta el momento se ha visto cémo calcular raices de ntimeros reales sin el uso de la calculadora. En sintesis,
se puede decir que hay raices exactas e inexactas y, raices de indice par e impar. Una raiz de indice par tiene dos
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respuestas, pero no existen raices de indice par de ntimeros reales negativos. En contraste con lo anterior las raices
de indice impar sélo tienen una respuesta, y siempre va a existir la raiz con indice impar de cualquier ntimero real.
En lo sucesivo se considera s6lo la solucién positiva de las raices de indice par de ntimeros reales positivos.!

3.3 Simplificacion de un radical

Se ha efectuado el calculo de radicales cuya raiz es exacta. Hay radicales cuya raiz no es exacta, pero a fin de
realizar ciertas operaciones, es posible expresarlos de forma simplificada. En las propiedades que siguen se suponen
que todas las raices existen.

Propiedad 3.3 Raiz de un producto

Va-b=13/a- Vb

La raiz de un producto es igual al producto de las raices

Ejemplo3.9 -Simplificacién de un radical

Simplificar v20
V20 Ejercicio dado
V22.5  Se descompone en factores primos el radicando 20
V22v5  Se aplica la propiedad raiz de un producto

é/;\/g Se aplica la propiedad raiz de una potencia
2v5 Resultado

El uso de las leyes de la multiplicacién es fundamental para realizar cdlculos de simplificacién. El ejercicio si-
guiente muestra la necesidad de aplicar la propiedad disociativa de la multiplicacién para expresar la potencia 23
como 2%-2.

Ejemplo3.10 -Simplificacién de un radical
Simplificar v72
V72 Ejercicio dado
V23.32 Se descompone en factores primos el radicando 72

V22.2.32 Se disocia convenientemente 23 en dos potencias de forma que una de ellas sea un cuadradro
perfecto como es 22

V22v2V/32  Se aplica la propiedad raiz de un producto

é/; é/;\/i Se aplica la propiedad raiz de una potencia

2-3v2 Se efecttia el producto de las dos raices obtenidas
6v2 Resultado

1Se consideran las dos soluciones de una rafz de indice par de un ntimero real, cuando son el resultado del calculo de la solucién de una
ecuacion.
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Las propiedades de las operaciones entre niimeros reales se aplican en cualquier sentido, es decir, en el ejemplo
anterior se aplicé la propiedad 3.3 de derecha a izquierda, expresando la raiz de un producto como el producto de
dos raices. Cuando se realiza una simplificacién puede ser conveniente usar las propiedades en el otro sentido, en
este caso especifico se presenta un ejemplo en el cual es mds ttil expresar el producto de dos raices como la raiz del
producto de sus radicandos.

Ejemplo3.11 -Simplificacién de un producto de radicales

Simplificar v6v/30
v6v/30 Ejercicio dado
v6v30=v6-30  Se aplica la propiedad raiz de un producto
V180 Se multiplica 6 por 30
V22.32.5 Se descompone en factores primos el radicando 180
é/gé/;\/g Se aplican las propiedades rafz de un producto y raiz de una potencia
2-3v5 Se efecttia el producto de las dos raices obtenidas
6v5 Resultado

El ejemplo presenta un ejercicio en el cual se aplica una misma propiedad en distinto sentido con el objeto de
obtener la simplificacién de la operacion.

Propiedad 3.4 Raiz de un cociente
Ja _ Va
b b

La raiz de un cociente es igual al cociente de las raices

Ejemplo3.12 -Simplificacién de un radical

Simplificar 1/ 20
121

50
— Ejercicio dado
121

/5%-2 . . 50
T Se descompone en factores primos el radicando P

{stva
i

5v2

—_— Resultado
11

Se aplican las propiedades raiz de un cociente, de un producto y de una potencia

Se muestra ahora un ejemplo donde la simplificacién se logra cuando aplicamos la propiedad Raiz de un cociente
en sentido contrario a lo presentado en el ejemplo precedente.
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Ejemplo3.13 -Simplificacién de un radical

Simplificar %

V18

——  Ejercicio dado

V2
18 . g p :
\/ = Se aplica la propiedad raiz de un cociente

18
V9 Se simplifica la fraccién =
3 Resultado

Otra forma de realizar este ejercicio es descomponiendo 18 como 3% -2, luego simplificando v32-2 a 3v’2, con lo

. 3v2 . . .
cual se obtiene —\/2_ y al simplificar el factor comun v2 se logra llegar al mismo resultado 3.

7

Las propiedades o leyes de la radicacién ofrecen una variedad de caminos posibles, segtin se opte por la aplicacién
de una u otra propiedad al momento de simplificar una expresion, sélo la practica permitird saber cudl es el camino
mas econdmico y simple posible al momento de realizar una cierta simplificacién.

Propiedad 3.5 Raiz de una raiz

{va="va

La raiz de raiz de a es igual a la raiz de a con indice igual al producto de los indices n'y m

Ejemplo3.14 -Simplificacién de un radical

Simplificar V Vea
V64  Ejercicio dado

N}
w

V64 Se aplica la propiedad raiz de una raiz
V/26 Se descompone en factores primos el radicando 64

Se aplica la propiedad raiz de una potencia

[\
5
=

Resultado

La propiedad anterior permite expresar como un solo radical la raiz de una raiz de diferente indice; ocasional-
mente se requiere expresar o simplificar como un solo radical el producto de dos radicales de diferente indice.
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Ejemplo3.15 -Simplificacién de un radical
Simplificar a un sélo radical V25

V2V5 Ejercicio dado
23v/52  Definicién alternativa de un radical

V/23.52  Se aplica la propiedad raiz de un producto

200 Resultado, luego de efectuar las operaciones indicadas

En el paso dos del ejemplo, la definicién alternativa de un radical se aplic6 en este sentido. Lo primero es ver que
el MCM entre 2y 3 es 6, por lo cual para poder representar los dos radicales en uno solo, deben tener el mismo indice,
el cual es 6. Ahora, se tiene el radical V2, que expresado segtin esta definicién es 2!/2; se necesita que el denominador
sea 6, asi que se amplifica la fraccién 1/2, multiplicando por 3 tanto el numerador como el denominador, obteniendo
2%/6 que expresado nuevamente como un radical es v'23. Se deja al lector el anélisis del otro radical.

Simplificacién de cocientes y productos de radicales

Las propiedades de la radicacién se pueden emplear convenientemente al momento de efectuar operaciones in-
dicadas de radicacién, los ejemplos que siguen ilustran esta idea.

Ejemplo3.16 -Simplificacién de un cociente de radicales
Simplificar %
Ejercicio dado

Raiz de un cociente

Se simplifican las fracciones

Se descompone en factores

Raiz de una potencia

Ejemplo3.17 -Simplificacién de un producto de radicales

Evaluar |/ % V2
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2
% v2  Ejercicio dado
2 V2
i \/—_ Raiz de un cociente
v25 1
V4 . . o
= Se efectua el producto de fracciones y se aplica raiz de un producto en el numerador
2
5 Se calculan las raices de 4 y 25

3.5 Simplificacion de potencias y radicales

Es frecuente hallar ejercicios en los cuales estdn indicadas operaciones de potenciacién, radicacion, adiciones y
sustracciones y, como de costumbre, se van efectuando las operaciones mds internas como lo presenta el ejercicio
siguiente.

Ejemplo3.18 -Simplificacion de una expresién con radicales

Simplificar \/ VA& +V3 +2V36 - V273
\/\/Z2 +v9° +2v36-v27-3  Ejercicio dado

\/ V& +V9° +2/36- VBl Se efectua el producto 27-3

\/ VE +V9 +2V62 - Vo2 Se descomponen los nimeros 36 y 81

V4+9+2-6-9 Se aplica raiz de una potencia
V16 Se simplifica el radicando, efectuando las operaciones indicadas
4 Se halla la raiz de 16

La préctica va permitiendo realizar, de forma conveniente, ciertas operaciones; nétese como en los ejercicios ante-
riores se ha descompuesto en factores, no primos, nimeros como 81 = 92, esto con el objetivo de aplicar la propiedad
de raiz de una potencia de forma mas inmediata, ya que si se descompone como 81 = 3%, no es tan inmediato que se
simplifica el indice del radical con el exponente, aunque en tltimas se llegaria al mismo resultado.

3.6 Polinomios aritméticos con potencias y radicales

En esta seccién se presentan varios ejemplos en los cuales se debe simplificar una expresién que contiene opera-
ciones indicadas de radicacién, potenciacion, adiciones y sustracciones.

Ejemplo3.19
,_ 4
2v9+2y16 . 23.32.42.5% 7%
. l.f - = -
Simplificar W 36 9.16-4-25 -3

Cuando se tiene una expresion con diversas operaciones indicadas, es conveniente dividirla en varios
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bloques; el ejercicio en cuestion se ha dividido en tres.

4
219 +2V16 23.32.42.53 2=
2V9+42VI6 _ o | || 2234750 | | 777
Vi 9.16-4-25 -3
—-10 :

1-10+ =T Se reemplaza cada bloque con su respectivo valor

1-(-21) Se calcula la divisién 10+ (-10)/21

22 Valor final luego de simplificar

Mostramos a continuacién el proceso de la simplificacién de cada uno de los bloques.

2v9+2V16 .
2v9+2v16 V36  Primer bloque
V4

2:3+2-4
— - 6 Se calculan las raices
6+8
— 6 Se efectuan los productos
14 . e .
5 6 Se simplifica la adicién
7-6 Se simplifica la fraccién
1 Resultado de la diferencia
23.32.42.5%
———— Segundo bloque

9-16-4-25

2 A
F A2
10

Se descompone en factores de forma conveniente

Se simplifica factores comunes a numerador y denominador

Note que el 16 se ha podido descomponer como 2*, pero resulta mucho mds conveniente hacerlo como 42, ya que
en el numerador hay otro factor idéntico que se puede simplificar.

4
2_ -
—37 Tercer bloque
2:7-41

73 Se calcula la suma de las fracciones en el numerador

10
_l3 Se efectuan las operaciones indicadas
Mo
51 Se calcula la division de las fracciones

3.7 Racionalizacién

La racionalizacién es un procedimiento que consiste en determinar una expresion, equivalente pero en la cual el
radical aparezca en el numerador.?

2En calculo diferencial se suele emplear la racionalizacién pero para eliminar el radical del numerador
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Procedimiento 3.1 Racionalizacién de un radical de indice dos.
Para racionalizar una expresion de la forma Ta se amplifica la fraccién multiplicdndola por v/a, asi
a

b _b-ya b-ya_ b-ya

Va Vava ya@& a

El objetivo al amplificar la fraccion multiplicindola por v/a es aplicar la propiedad de los radicales 3.1 en el
denominador y asi poder eliminar el radical del mismo.

Ejemplo3.20 -Racionalizar un denominador

Racionalizar \/%
% Ejercicio dado
\%@ Se amplifica la fraccién multiplicando por v/3
%g Se simplifica aplicando la propiedad (3.1) de la radicacién

Ejemplo3.21 -Racionalizar un denominador

Racionalizar -2~

£ Ejeiéfizcio dado

3v2

332‘_[\2/5 Se amplifica la fraccién multiplicando por v2

% Se simplifica aplicando la propiedad (3.1) de la radicacién
4-v2

Se simplifica por el factor comtin 2

w|

Procedimiento 3.2 Racionalizacién de un radical con indice mayor a dos

Para racionalizar una expresién de la forma con n # 2 se amplifica la fraccién multiplicandola por V/a?, asi

b
n/am
b b-¥a?  b-Var

siempre que m+p=n

Significa que en este caso hay que tener en cuenta el exponente que tiene el radicando, para poder multiplicar por
una potencia conveniente; veamos un ejemplo:

Ejemplo3.22 -Racionalizar un denominador.

Racionalizar %
% Ejercicio dado
5.3/32 o " e 3/
%@' Ve Se amplifica la fraccién multiplicando por v/32
5'%;93’2 Se simplifica aplicando la propiedad (3.1) de la radicacién y potenciacién
3
: \?{37 Se simplifica por el radical
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Procedimiento 3.3 —Racionalizacién de una resta de radicales de indice dos.
Para racionalizar la expresion Va se amplifica multiplicando por (\/ﬁ + \/E), es decir
a—

>

c c-(\/ﬁ+\/l_7) _c-(\/ﬁ+\/l_7)

va-vb  (ya-vb)-(va+vb) @b

Ejemplo3.23 -Racionalizar una diferencia de radicales

. . . ., 4
Racionalizar el denominador de la expresién e
\/gf " Ejercicio dado
AR ge amplifica multiplicando por (v3 +v/2)
(V3—v2)(V3+V2) P P P
4'(?_2 2 Se simplifica aplicando distributiva al denominador
4(V3+V?2) Respuesta, luego de efectuar la resta en el denominador.

El paso tres, puede ser entendido como una aplicacién del procedimiento (3.3) o como la aplicacién de la ley
distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma; en efecto, la operacion (v3 - v'2)- (V3 + v2), se resuelve ast:

(V3-v2)(V3+V2) = V3VB+3BVI-3VI+V2Va=V3 - V2 =3-2=1
En el proceso de célculo se han aplicado, ademads de distributiva, propiedades de exponentes y radicales.

Procedimiento 3.4 Racionalizacién de una suma de radicales de indice dos
Para racionalizar la expresiéon o se amplifica multiplicando por (\/ﬁ = \/E), es decir
+

@) el

Varvh (Va+ve)-(va-vp) @b

Ejemplo3.24 -Racionalizar una suma de radicales

Racionalizar el denominador de la expresién ﬁz—f\/g
ey Ejercicio dado
—6-(vV11-v5) . -
Ve (IT=75) Se amplifica multiplicando por (v11+ V/5)
%};\@ Se simplifica el producto en el denominador
- '(\/E_ v5) Se efectua la resta en el denominador
-(V11-V5 Resultado luego de cancelar el factor 6
g

En los dos ejemplos de simplificacién de sumas y restas de radicales mostrados, no se efectué el producto en el
numerador, ya que con frecuencia el resultado del denominador se cancela con un factor en el numerador. Se presenta
un ejemplo en el cual si sea necesario efectuar la multiplicaciéon en el numerador con el objetivo de simplificar la
expresion dada.
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Ejemplo3.25 -Simplificacién de un radical

. . 1-21/14
Racionalizar e
1\[_72:/\2 Ejercicio dado

(1-2vT2)(v7-V3)

(V7+v2)-(V7-v2)

V7-v2-2V14v7+2V14v2
7-2

Se multiplica por el factor (V7 - v2)

Se realiza distributiva en el numerador y denominador
w Propiedad, producto de radicales, v14v7 = v14-7 = /98

VI=vE2TY2422/7 Se simplifican los radicales, V98 = V49-2=V72-2=72

M Se efectuan las multiplicaciones indicadas

et Se simplifican los radicales comunes

V7-3V2 Resultado, luego de dividir todos los términos por 5

En el paso tres del procedimiento, en el denominador se efectu6 la propiedad distributiva, pero ya se sabe que
su resultado es 7 -2, de los ejercicios precedentes. El aspecto a resaltar es que se identifica por cudl factor hay que
multiplicar la fraccién para poder eliminar los radicales del denominador, lo demads en el desarrollo, son operaciones
y propiedades de la potenciacién y radicacién.

Ejercicios de capitulo

Resumen.
1. Concepto de radicacion.
2. Leyes de los radicales.

3. Simplificacion de polinomios aritméticos.

—| Ejercicio 3.2

Aplicacién de las leyes de los radicales

Escribir en forma de radical.

3 3 1 1 3 s

1. 25 4. 45 8. 49 12. 52 16 (3)5 19. 824
. 5 1 1 10 -8

o\ 5. 32 9. 61 13. 573 20. 31

2. | = _1

(7) 1 3 3 17. 371 2
6. 91 10. 52 14. 51 ) 21. 2718

4 5 4 _4 18 31 1

3. 95 7. 2% 11. 35 15. 575 8 22. 4%
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23.
24.

33.
34.
35.
36.

56.
57.
58.

59.

60.

61.

62.

67.
68.
69.

70.

71.

86.
87.
88.

89.
90.

Escribir en forma de potencia los siguientes radicales.

V7

5

25.
24 26.

12

3

37
4—2

31.

Calcular las siguientes raices; en caso de no ser exactas, escribirlas en la forma mds simple.

6

16 37. /26
V33 38. V49
V243 39. V212
V78 40. V24

V-2.2.2452 70

103 - 102
10

27_26
2

27. V73 29. /5%
28. /20 30. V123
41. /315 45. /5%
42, /56 46. V/52
43, V/78 47. /56
44. V1000 48. /28
6/85t3
63. A=\| o
6/ 1 _1
1
243\ 5 9
65. 2] ".4/2
%) Vs
o 36v/36V/36
\/36%/36v/36

Reescribir la expresién de manera que su coeficiente quede dentro del radical.

2V3
2v/22
3V3
5V3

72.

73.

74.

75.

76

. 32V5

Simplificar los siguientes radicales.

91.
92.
93.
94.
95.

3

32

N @ 9 o
| .
© S‘ > 8

(o]

77. 3%5%V/15
78. 52321/5.33
79. 3V6

80. 2 3
5

81, >
4

49. V25 5 \/ﬁ
50. V-8
51. —¥16 54. Vx=10
52. \/\/E 55. V27=3

82. 3v5

83. 5V4

84. 233

85. (-5 V2

101. V24

102. /315

103. V/56

104. V/78
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105. V/26

106. V49

107. V212
108. V12

109. V45

110. V54

111. V27

Escribir 3 radicales equivalentes a la raiz dada.

131. V7

Simplificar los siguientes polinomios aritméticos.

112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.

132.

135. V72— /50 + V18 — V8 + v/200
136. 2v75-3V12+5v27 — 7V/48 + V300

Reducir a un indice comun los siguientes radicales.

141. 6,92,V
142. \/28,/3,3/24

139. V5,v/23, V/72
140. V9, V11, V13

24/1136

V23

119.
120.
121.
122.
123.
124.
125.

133.

137.
138.

143.

144.

CAPITULO 3. RADICACION

12
3 126.
V625
V/218312 127.
V625
128.
V288
Vit 129.
300 130.
V64 134.
V75— V12 + V27 - V48 + v/300

3v/50 + 418 - 5v/8 + 2v/200

V3,V2 145.
V5, V4 146.

Efectuar los siguientes productos y expresar como un sélo radical si es necesario.

147. V2-V6
148. V5-V2

149. V/5-V/50

150.
151.
152.

V3-V5
V3-v6
V12- V10

153.
154.
155.

V3.2 156.
V5-V3 157.
V5V3 158.

Efectuar los siguientes cocientes y expresar como un sélo radical si es necesario.

159. v/5: V25
160. v62: V6
161. v3: V27

Calcular y expresar la respuesta como un radical.

171.
172.
173.
174. 1
175.

©

WY =
W=

—
o}]
Bl Gl s [\

=
N

162.
163.
164.

176.
177.
178.
179.
180.

V32:V2
V36: V6
V6:v2

Vovi2
V625: V5
V10: V6
3/6:2%
4%:\5/5

165.
166.
167.

181.
182.
183.
184.
185.

V40: /5 168.
Va:v6 169.
V9: V18 170.

V3: V27 186.
V32: V2
V36: V6
V5: V25
Ve: Ve

187.

125
8
V 64
v/36000
v/270000

v/8100000

V6,Va

Vava
Vaveva

V6:V3
V9:v12
V2:V3
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188.

189.

190.

191.

Simplificar los siguientes polinomios aritméticos.

203.
204.

205.

206.
207.
208.

209.
210.
211.
212.
213.
214.
215.
216.

217.
218.
219.
220.
221.

222.

223.

| =
Sl Sle

\S)

Sl G
S

V2V2+V8V2
V5 + V45 -v80+ V180

Vi /2
Va+6Va-73/22

V8- V2+4v50
(\/§+3\/§)\/5
V5vV2-2V10
3V7+10V7-5V7
4V12-3V27+V75
8V2+5v2-16V2-V2
V8- V18+ 50
Va+6Va-73/22

V8- V2+4v50
(\/§+3\/§)\/5
V5vV2-2V10
3V7+10V7-5V7
4V12-3V27+V75
V2V2+V8V2

V38 (Vi 7
va:(VaV3)

V5 +V/45-v80 + V180

Racionalizar las siguientes expresiones:

7

V14

)

196.

197.

198.

199.

224.

225.

226.

227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

234.

235.

236.

237.

(33 +(e¥ea)"
2-1+4

[(—2+3)3—3°] .
23.4+1 '

(12\/E+3\/ﬁ)-6—\;ﬁ

200.

201.

202.

¥
5

@
S

¥
5

¥
5

@
S

61
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14 ]-4 2 6 i;/g 44 6 3 3
238, | VB4+2- ¢S 2222 "
38 (2\/_+ 4V3 10 2) 3V5 257. \[ 42\ 44V 4d
1 3 10 3 s
239, (12\3/_——3180+ . ) : 258. V/321/35\/ V/3°
6 150/ 46
5 3 .
1 41/ 92 /04 . 91
240. (3€/E+2€/@—F/%).6_ 259. \/24\/22v/24.2
V3 -
" sti+i+i-5% ) §_2xi 260.\ =
’ 1_2 9 32
2 15

242, (m (- 2) 3 (=5+4))3
|

261. 4v4
243. |V=8+108: (- 2)] (4-(—8+7))3 \
1 432(%) _[1)73*1
244. 5) x 81 262. 1) + l) ’
2L z 20x 16 2 3
—3-1 2‘6/ 2%/ 44
245 V"% 272+(i) 263. :
125 -29
3
246 {(1 _3+(§)_2+(‘E)_1}2 264. T/4WE \/\/V‘r}/z
“\2 5 7
0 0 2\73 8\ ! 5/ 5 5/
247. —(=7)°—4/30 + SR 265. \/4V/85\/8V/40
_ 4 /511 ¥/42
oyg VI3 VG 266. 85( 2 4)
V35-y14
-2
V10+ V15 267. i 2\(3
249, T 1Y 2 V3] l2
V8+4112
3
s5p, Y2¥1 V2-1 V243 268. ([—16:(—8)]—(—6+4))2:[(—1)-\/3 —3+9—15+1]
TV2-1 V241 V2 €/
269. 1/[49: (4-35+24)12 + 15+ [(-1)*- (-2)* - (-3)]
251, YBTV3 V5+V3 5+l ,
V5+V3 V5-v3 V5-1 270. [-16+35+48+(-1)°] - (V=39+ 66
2
252. (2—\/5) 271. [(—2)3~(—4+5)6]—[{*/m-(—m]2
3 2
253. \/(2+\/§]2+\/(5—2\/§)z+\/(3—2\/§)2 272. (\/—18+36—1+8) —(\/3 —81+63—9)
o5y 3/ 71728 273. [(-36+21+14)°-(-6+5)]" - ({/81: (-5 +2))
’ 27
32 \° [6+5v2 1 2
255. { 28;7“25 274 (2\/5—2) 22 - 2_5(2“@)
275. [\/(131 —212)(-1): V=313 + 121 +219] (~414 +141)
3 9\6
256. (Z) 276. [(~1)-[(-46 — 72) — (—310+ 196)]° [\/( 31+9-42)-(-1)
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3.9 Respuestas a los ejercicios del capitulo

Dar solucién a los siguientes problemas.
Calcular el valor indicado.

277.
278.
279.
280.

281. Encontrar la raiz séptima de 1,280,000,000 sin usar
calculadora.

El cuadrado de la raiz ctibica de 27.
La raiz cuadrada de la raiz cuarta de 256.
El cubo de la raiz cuadrada de 15.

La raiz ctibica de la raiz cuadrada de 12.

282. El 4rea de un terreno cuadrado es 169m?. ;Cuanto
medird el perimetro del terreno?

283. En una habitacion se quieren colocar 3 mesas cua-
dradas de 2m? cada una y 2 mesas,también cuadradas, de

Respuestas a los ejercicios del capitulo

1.9 19. 7
2.5 20. 3
3.4 21. 2
4.1 22. 3
5.7 23. 2
6. 26 24. 3
7. 17 25. 2
8. 11 26. 3
9. 29 27. 2
10. 11 28. 3
11. 22 29. 2
12. 33 30. 3
13. 21 31. 2
14. 19 32. 2
15. 9 33. 2
16. 5 34. 2
17. 4 35. 2
18. 1 36. 2

63

8m? cada una. Puestas una a continuacién de otra, ;qué
longitud ocuparan todas las mesas?

284. Un abuelo tiene el cuadrado del cubo de la edad de
su nieto. ;Cuél es la edad de su nieto si tiene 64 afios?

285. El volumen de un cubo es 1000m3. ;Cuél es el area
de una de sus caras?

286. El drea de un terreno de forma cuadrada es 169m?.
(Cuénto medira el perimetro del terreno?

287. El area de un terreno cuadrado es 625m?. ; Cudl sera
el drea de otro terreno cuyo lado es el triple del primero?
Expresa el resultado en forma de potencia.

37. 2 55. 841
38. 2 56. 144
0. 2 57. 484

58. 676
40. 3

59. 361
41. 25

60. =
42. 125 Respuestas ejercicio 3.2
43. 4 1. V23

2
44. 8 2.\/%
45. 1 3. Vot
46. 1 4. V43
oo 5. V35
4

48. 0 6. Vo

7. V25
49. 9

8. Va
50. 27

9. V6
51. 169 10. V53
52. 225 11. V3%
53. 784 12. v5

1

54. 225 18 3=
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.

79.

80.

81.
82.
83.
84.
85.
86.
87. V5
88.
89.
90.
91.
92.
93.
94.
95.
96.
97.
98.

99.

w

w
X

o
|
w|

S

o
|

w
—
—

w
—
(o]
\S}

co

2
3v2
3.25¢/3

2-3*521/60

CAPITULO 3. RADICACION

100.

101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
1009.
110.
111.
112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.
121.
122.
123.
124.
125.
126. 3

127.
128.

129.

_13/1
3V3

22
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130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

30v/10

V72 =V73= 7%
V26 = V29 = V218
V6=V62= V63
V32 = V36 = V3%
122

V3

12v/2

37V2

V515, V218, /77
VoI5, V1110, V13*
V61, V22, V/5°
V230, 4/35, ¥/216
V35, V22

/53, V42

V63, Va2

V55, V79, V/32
2v3

V500

5V2

V10125

159.

160.

161.

162.

163.

l64.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

185.

186.

V5

.

V36

R N N LI S I
mlﬁwmm,ﬁlm W o e
RIS

-~ & w -
[\) §I — —
o (o] <]
o o

'S

3V4

S S S T TF 7
gl ol Ll win

188

189

190.

191.

192.

193.

194.

195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

203.

204.

205.

206.

207.

208.

209.

210.

211.

212.

213.

214.

215.

21V2

216.
217.
218.
219.
220.
221.
222.
223.
224.
225.
226.
227.
228.
229.
230.
231.
232.
233. -
234.
235.

236.

237.

238.

239.

240.

241.

242.
243.

244,

65

_1s8
627

26

81

28v3+3V7
14

4Y375+2v/500-12v/3
15
90— ¥/30
6
3v/75+2v/20 - V/25
63
55
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245.

246.

247.

248.

249.

250. ———

251.

252.

253.

254.

255.

256.

257.

258.

259.

260.

261.

262.

263.

264.

265.

e g

4 27/216

27

256
256

22 19

266.

267.

268.

269.

270.

271.

272.

273.

274.

275.

276.

116

4+3v2

-819
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277.

278.

279.

280.

281.

282.

283.

284.

285.

286.

287.

15V15
V12
20
52m
7V2m
2anos
100m?
52m

3254 m2
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Logaritmacion

Logaritmacion

Ya se han definido seis de las siete operaciones aritméticas bdsicas, sélo resta por tratar la logaritmacién. Como
se ha mencionado anteriormente, existe una relacion entre las operaciones aritméticas: la multiplicacion es una suma
abreviada, la potenciacién es una multiplicaciéon igualmente abreviada. Se presenta una figura que aclara la relaciéon
existente entre las operaciones potenciacién, radicacién y logaritmacién, tomando como base de la explicacién la
potenciacion.

Estas tres operaciones no cumplen con la propiedad clausurativa, asi que suponemos que en cada una de ellas es
posible calcularlas para ciertos valores de a, b y n.

b"=a 5° =125
Da la potencia potencia=125
En la potenciacién
b es la base
n el exponente
a la potencia

Ya=b log,a=n Y125=5 log;125=3
Da la base Da el exponente base=5 exponente=3

~_ ~_

Figura 4.1: Relacién entre potenciacion, radicacién y logaritmacion

Segtin la figura, la potenciacién es una operacién que pregunta por la potencia, conocida la base y el exponente; la
radicacién busca la base, dada la potencia y el exponente y, finalmente, la logaritmacion trata de hallar el exponente
cuando se conocen la potencia y la base.

Si bien es cierto que los términos de cada operacién reciben un nombre diferente, la figura busca ilustrar la forma
como se deben comprender estas operaciones tomando como base la poteciacion, ya que es una operacion que se pue-
de evaluar aplicando la definiciéon de la misma (definicién 2.1); mientras que en el caso de las otras dos operaciones
puede resultar complicado de establecer la respuesta bajo ciertas combinaciones de los valores a, b y n.

Definicion 4.1 Logaritmacion

Sean a, by n reales, con ay b mayores que 0y a # 1, se define log,, b asi

log, a = n siy solamente si b" = a
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En el logaritmo: b es la base, a el argumento y 7 el logaritmo

La expresion log;, a se lee Logaritmo en base b de a y para determinar su valor sin usar calculadora es necesario
apoyarse en la potenciacion, como lo muestra el ejemplo que sigue.

Ejemplo4.1 —Cdilculo de un logaritmo

Calcular logaritmo en base 5 de 125 simbélicamente log; 125

Se busca un ntiimero n tal que 5” sea 125; de nuevo descomponer en factores primos a 125 es 1til para determi-
nar la respuesta, 125 =53,

Ahora, nuevamente, se pregunta por un nimero 7 tal que 5" sea 5°, simbélicamente es 5" = 53, con lo cual
resulta evidente que el logaritmo es n =3

4.2 Calculo de logaritmos

El ejercicio precedente muestra un procedimiento que permite evaluar numerosos ejercicios en los cuales hay que
calcular un logaritmo, es descomponer en factores tanto el argumento como la base, de forma que ambos ndmeros
queden expresados como potencia de un mismo namero. El siguiente ejemplo presenta una estrategia de simplifica-
cién de logaritmos.

Ejemplo4.2 -Cdlculo de un logaritmo

Calcular log,,; 15
log,,s 15 Ejercicio dado

log,,;15=x Se supone que el logaritmo es x
log;s215=x Se descompone la base 225 como 15

(15%)* =15 Se aplica la definicién de logaritmo

5 =115 Se aplica potencia de una potencia
2x=1 Si las bases son iguales, los exponentes deben ser iguales
1
x=- Se resuelve para x, que representa el valor del logaritmo pedido

Note que la descomposicién de la base fue 225 = 15? y no la descomposicién en factores primos 225 = 32-5%, ya
que como se mencioné anteriormente, esta estrategia se basa en expresar la base y el argumento como potencias de
una misma base, por tal motivo resulta mds conveniente la primera descomposicién.

Hay ejercicios en los cuales se requiere establecer la base, conocido el logaritmo y el argumento, como en el
ejemplo siguiente.
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Ejemplo4.3 -Cdilculo de la base en un logaritmo

Calcular la base b silog, 49 =2
log;,49=2 Ejercicio dado

b? =49 Se aplica de la definicién de logaritmo
v =172 Se descompone 49 como 72
b=7 Si los exponentes son iguales, las bases deben ser iguales y se obtiene la respuesta b=7

Se expone ahora como calcular el argumento de un logaritmo, dada la base y valor del mismo.

Ejemplo4.4 —Cdiculo del argumento de un logaritmo

Calcular el argumento a si log; a = —4
log;a=-4 Ejercicio dado

37%=a Se aplica la definicién de logaritmo

1
a=g Se aplican las propiedades de los exponentes

1 1
aso7 Efectuando las operacién indicada se obtiene que la base a es =

La logaritmacién no es una operacién clausurativa, es decir, dada una base a y una potencia b no siempre existe
un exponente 7 tal que log, b = n; se ilustra esta situacién con un ejemplo.

Ejemplo4.5 -Cdlculo de un logaritmo sin solucién real

Calcular el logaritmo en base 3 de —9 es decir log; —9
Se requiere un numero 7 tal que 3" sea —9; NO se puede expresar —9 en base 3, ya que (-3)> =9y (3)> =9, por
tanto no es posible expresar —9 como una potencia de 3, asi que log; —9 no existe en los reales.

El logaritmo planteado no cumple con las restricciones dadas en la definicién de logaritmo, pero justamente se
quiere ilustrar la imposibilidad de su calculo.

Como una consecuencia de las propiedades de la potenciacién y la definicién de logaritmacién, se presentan las
siguientes definiciones que permiten evaluar logaritmos de forma répida.

Definicion 4.2 Definiciones de logaritmos

Sean a y x reales, con a'y x mayores que 0y a # 1, se define que:
1). log,1=0 yaquea’=1
2). log,a=1 puesal=a
3). log,a*=x debidoaque a*=a*

4). a“8a*=x Al usar la definicién de logaritmo se obtiene log, x = log,, x

En la definicién, el literal 4, se us6 la definicién de logaritmo de derecha a izquierda, es decir, se expresa la
potenciaciéon como un logaritmo.
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4.3 Leyes de los logaritmos

Se listan ahora tres propiedades o leyes de los logaritmos que son de uso frecuente cuando se estd simplificando
una expresion.

Propiedad 4.1 Propiedades de los logaritmos
1). Log. de un producto  log, MN =log, M +log, N Esigual a la suma de los logaritmos

M
2). Log. de un cociente  log, i log,M-log,N  Esigual a la diferencia entre los logaritmos de My N

3). Log. de una potencia log, M® = clog, M Es igual al producto del exponente por el log. de la base

Las propiedades son igualdades que son verdaderas, bien sea que se apliquen en una direccién u otra. Los ejem-
plos que siguen presentan la forma como se pueden emplear estas propiedades con el objeto de calcular el valor de
un logaritmo.

Ejemplo4.6 -Cadlculo de un logaritmo empleando las propiedades

1
Calcular log, —
alcular log, =

log, % Ejercicio dado

log,1-1log,16 Se aplica la propiedad logaritmo de un cociente

0-log, 2* Se aplica la definicion 4.2 literal 1, log, 1 = 0, y descomponer 16 como 2*
—4log, 2 Se aplica la propiedad logaritmo de una potencia

—-4(1) Se aplica la definicién 4.2 literal 2, log, 2 =1

-4 Se obtiene que log, % =—4

Como se ha planteado anteriormente, existen diferentes formas de dar solucién a un ejercicio, lo cual depende de

la forma y el orden en que se apliquen las propiedades. El ejemplo anterior se puede solucionar asi: suponemos que
1 _ : : g . 1

log, 75 = X, hay que expresar el argumento y la base como una potencia del mismo nimero, asi que expresamos 15

como 2% y ahora como 27%. La expresi6n inicial es log, 27* = x que usando la definicion de logaritmo se puede escribir

2% =271, si las bases son iguales, los exponentes son iguales, por tanto x = —4 como en el ejemplo anterior.

Ejemplo4.7 -Cadlculo de un logaritmo empleando las propiedades

Determinar el valor de logg4 +1ogg9
logs4 +1ogs9  Ejercicio dado

log [4 - 6] Se aplica la propiedad logaritmo de un producto
logg 36 Se efectua la operacién indicada

log, 62 Se descompone 36 como una potencia de 6

2log, 6 Se aplica propiedad logaritmo de una potencia

2 Ya que log; 6 = 1 por la definicién 4.2 literal 2

Noétese que en el paso 2 se aplicé la propiedad logaritmo de un producto de derecha a izquierda, es decir, expresan-
do la suma como un producto. Las tres propiedades anteriores se usan con mucha frecuencia en los procedimientos
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que involucran logaritmos y se retoman en secciones posteriores de este libro.

Se han evaluado logaritmos con diferentes bases, vamos ahora a definir dos logaritmos que son de uso frecuente
en las matematicas aplicadas, estos son los logaritmos decimales y neperianos o en base e.
Definicion 4.3 Logaritmos decimales y neperianos

Sea a un real positivo, se definen dos logaritmos especiales asi

Logaritmo decimal Logaritmo neperiano o en base e

log,oa=loga log,a=Ina

La definicién expresa que cuando se presente un ejercicio como log100, este tendrd base 10, al igual que In81
tendra base e.

Ejemplo4.8 -Cdlculo de un logaritmo decimal

Calcular log100
log100  Ejercicio dado
log10>  Se descompone 100 en base diez como 10?
2log10 Se aplica la propiedad logaritmo de una potencia
2 Ya que por definicién log;;10 es 1

Cuando no se puede determinar un logaritmo haciendo uso de las propiedades, en razén a que los ndmeros a, b
y n no lo permiten, se puede emplear una calculadora de bolsillo. Hay en el mercado un gran nimero de marcas y
modelos, sin embargo, las calculadoras casio son las méas populares. De los modelos que se encuentran en el mercado
hay dos series, una es fx---ESy otra fx---MS. La primera serie posibilita hacer calculos aritméticos y presentar
los resultados en forma simbdlica, ademas se pueden realizar operaciones con logaritmos en cualquier base. La serie
fx---MS s6lo permite realizar cdlculos de logaritmos decimales y neperianos. Esto significa que en una calculadora de
la serie fx---MS, no se puede evaluar log, 9. Para realizar este cdlculo, vamos a recurrir a un procedimiento llamado
cambio de base, este procedimiento se formaliza en la siguiente propiedad.

Propiedad 4.2 Férmula de cambio de base
Sean a, p y b reales positivos con a, p diferentes de 1, el log, b se puede cambiar a una base arbitraria p aplicando
la siguiente férmula

Ejemplo4.9 -Cambio de base de un logaritmo

Cambiar la base de log, 64 a 8
logg 64
logg2 /

Identificamos en el ejercicio dado que a =2, p =8 y b =64, por tanto se puede escribir que log, 64 = como

se pedia.
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4.4 Simplificaciéon de productos y cocientes de logaritmos.

Ejemplo4.10

logg 64-log, 16
log,, 144

logg 64 -log, 16
8s %" 084 5 Ejercicio dado

log,, 144
% Se expresa el argumento y la base en funcién del mismo ntimero, si es posible
%Z Se aplica la definicién log, a* = x
2 Se simplifica la fraccion

Para la base 8 y el argumento 64, el ntimero comtn es 8, asi que se formula que 64 = 8; se procede igual con las
demés parejas.

4.5 Polinomios aritméticos con potencias, radicales y logaritmos

Lo fundamental cuando se estd simplificando una expresiéon que contiene varias de las siete operaciones bésicas,
es ir efectuando cada una de las operaciones indicadas. Se ejemplifica este procedimiento a continuacién.

Ejemplo4.11

1
Calcular log;,; 11 - v/36-471 + (§

1
1)73
logp; 11~ v/36-47" + (5) Ejercicio dado
1

1
logllzll—\/6_2-Z+

1)\73
—) 121 se expresa en base 11, 47! es %‘ y descomponemos en factores 36 y 8

23
1 1 1 . . : p sl
h 6- =1 Se simplifica el logaritmo, la raiz y la potenciacién
1 3 . 1 o
S b 2 Se hace el producto y se reescribe 51 on exponente positivo
1-3+4 . . : 2
— Se realiza la suma de las fracciones calculando el denominador comtn
2
2 . o/ 5
5= 1 Resultado luego de simplificar la fraccién

En el ejemplo se aprecia que las primeras operaciones realizadas fueron las operaciones unitarias, es decir la
radicacioén, logaritmacién y potenciacién; las operaciones binarias, adicién y sustraccién, se calcularon al final. Las
operaciones radicacién, logaritmacion y potenciacién se clasifican como unitarias, en razén a que se aplican a un
solo ntimero real, en tanto que las operaciones adicién, sustraccién, multiplicacién y divisién son binarias, ya que
requieren de dos ntimeros.
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Ej

—| Ejercicio 4.1

ercicios del capitulo

Resumen.
1. Concepto de logaritmacién.

2. Leyes de los logaritmos.

73

3. Simplificacién de polinomios aritméticos.

Aplicacién de las leyes de los logaritmos

© »®» N o U

11
12

35
36
37
38

43
44
45
46

Calcular los siguientes logaritmos.

. logz 27

. logi4

log,, 1000

1 1
0 —_—
82 16

log,,100
log, 16
log; 81
log, 3
log,7

. log;1
. log, 64

. log, 256

1
13. 1 il 24. logg4
987 19 8
14. logss216 25. logg, 27
15. log%Q 26. log% 16
16. log1 81 27. log, 8
17. log, 8 28. log,81
1
18. log, 15 29. logs 25
1
19. log., — 30. log,343
9. log, 2 87
20. logs,8 31. logg27
21. log% 64 32. ]0g168
22. logs 25 33. logy;125
1
23. 10g51—25 34. 10g328

Determinar cudl es el argumento en los siguientes logaritmos, para que la igualdad se cumpla.

. log, N=3
. logsN=2
. log; N=4
. log, N=5

2 3
39. log,, N = 3 41. logg N = 3

3 4
40. log;g N = 1 42. logg, N = 3

Establecer cudl es la base en los siguientes logaritmos, para que la igualdad se cumpla.

. log;,25=2
. log;81=4
. log;,32=5

. log;,216=3

2 3
47. log,4 = 3 50. log;27 = 1

48. log,27 = 51. logys b*

Dl N W

49. log,32 = 52. log, 3 b°
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Reescribir como un solo logaritmo

53. log2—-log3 +log5
1 1 2
54. 3log2—4log3+ > (log25) — 3 (log64) + 3 (log27)

55. log32 +3log24 — 4log v/8 — 3log V125 + log v/729

56. log; 13 +log; 7 +log; 2 —2log; 3

1
57. logs (4% —1)? +logs (4 +4) - (g)logs (4-1)
1 3 1
58. S log, (8+1)+ 7 log, (12—1)— - log, (8- 1)

1 1 1 7 1 1
59. > (log, 25) — 3 (log,64) + 3 (log;27) +log, 5" 2log, i log; =

Respuestas a los ejercicios del capitulo

1.3 22. 2 4. N=28
2. -1 23. -3 43. b=5
3.3 24. 2 44. p=3
4. —4 25. 3 45. b=2
5.2 26. —4 46. b=6
6. 4 27. L=3 47. b=28°
7 4 28. L=4 48. b=3?
g 1 29. L=2 49. b=2°
2
— _ 4
9 1 30. L=3 50. b=3
3 2
10. 0 3l. L=7 o 3
11. 6 3 3 52. 10
T4 10
12. 4 53. log—
3 3
33. L=~
13. -2 2 10
3 54. log—
14. 3 34. L=> 9
5 21035
15. -2 35. N=8 55. log =3
l16. -4 _ 2.7.13
36. N=25 56. lOgg 5
17.3 37. N=81 3
57. logs —
18. —4 38. N=32 515
19. -5 39. N=9 58, 1 3V11
. ng \/7
20. 3 40. N=8
3-5-74
21. -3 41. N=27 59. log;



5.1

Razones y proporciones

Razones y proporciones

Este es el tiltimo capitulo del texto, en el cual se quiere proporcionar material y estrategias para efectuar cdlculos
y resolver problemas aritméticos; las razones y proporciones permiten presentar una de las aplicaciones mds impor-
tantes de la aritmética y quizd de la matemdtica que toda persona debe dominar: la regla de tres. Primero se enuncia

conceptualmente qué es una razén y una proporcion.

Definicion 5.1 Razon
La razén entre las cantidades a y b es el resultado de comparar cuédntas veces contiene una a la otra, simbdli-

. a b
camente se escribe 3 o—
a

Ejemplo5.1 -Cdlculo de una razén

La razén de 20 a 5, que se lee “Veinte es a Cinco”, se calcula dividiendo 20 entre 5, es decir & =4

Definicion 5.2 Proporcion

a_c . . )
Dadas las razones 3 ¥ 7, una proporcién es la igualdad entre dos razones asi

Cc
=Eyselee”aesabcomocesad”

S

Los valores a, b, c y d se llaman términos de la proporcién, a y d son los extremos, b y ¢ los medios.
Para poder establecer una proporcion, se debe cumplir que las razones tengan igual valor; el ejemplo aclara esta

idea.

Ejemplo5.2 —Proporcién: igualdad de dos razones
18

40 18 . . :
Las razones 50 Y 5 son proporcionales ya que en ambos casos se obtiene 2, por tanto se escribe SONET
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5.2 Regla de tres

Definicion 5.3 Regla de tres

La Regla de tres es un procedimiento en el cual se busca uno de los términos de una proporcién, dados los
otros tres.

La regla de tres se aplica en problemas donde interviene magnitudes; una magnitud es una propiedad fisica o
medible de un cuerpo u objeto; el peso, longitud, altura, volumen, tiempo, valor, cantidad, etc, son ejemplos de
magnitudes.

Definicion 5.4 Regla de tres simple

Cuando sélo intervienen dos magnitudes, se dice que es una regla de tres simple.

Ejemplo5.3 -Regla de tres simple

Dos pasajes para el metro cuestan 3,500 pesos, ;cuanto cuestan 10?

El ejemplo plantea dos magnitudes, el precio y la cantidad. Estas magnitudes se expresan como una proporcién

3500 peSOs _ x pesos . . 10 pasajes
— = —, si se soluciona para x tenemos que x pesos = 3500 pesos- ———,
2 pasajes 10 pasajes 2 pasajes

simplificamos la fraccién para obtener que x pesos = 3500 pesos - 5.

de la siguiente manera:

Hay que notar que el valor desconocido x con relacién al valor inicial dado de 3500 pesos, es mayor; por ese mo-
tivo el factor que resulta del cociente entre las cantidades, multiplica por 5 veces el precio inicial dado.

Este hecho constituye la esencia del procedimiento que se emplea para resolver una regla de tres, y es establecer
por qué factor hay que multiplicar la cantidad desconocida x; la cual con relacién a la cantidad inicial dada puede
ser mayor o menor que ella. Los ejemplos estdn pensados para aclarar este procedimiento.

Definicion 5.5 Regla de tres compuesta

Cuando intervienen mds de dos magnitudes, se dice que es una regla de tres compuesta.

En el siguiente problema se plantean tres magnitudes: horas, dias y ganancia.

Ejemplo5.4 -Regla de tres compuesta

Una persona trabaja 8 horas diarias por 5 dias a la semana y gana 400,000 pesos, ;cudnto ganard si trabaja 10
horas diarias por 6 dias a la semana?

Se resuelven a continuacion una serie de problemas para ilustrar cémo funciona el método del factor, que es
general para cualquier regla de tres, sea simple o compuesta.
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Ejemplo5.5 -Solucién de una regla de tres simple

Dos pasajes para el metro cuestan 3500 pesos, ;Cudnto cuestan 10?
Pesos Cantidad

3500 2
X 10
Para obtener x hay que multiplicar 3500 por un factor que depende de la siguiente pregunta
Si 2 pasajes cuestan 3500, entonces 10 pasajes jcuestan mas o menos?

Naturalmente hay que pagar mas por mds pasajes, asi que se plantea que x = 3500- > = 17500
Respuesta: 10 pasajes cuestan 17,500 pesos

Ejemplo5.6 -Solucién de una regla de tres compuesta

Una persona trabaja 8 horas diarias por 5 dias a la semana y gana 400,000 pesos, ;Cudnto ganara si trabaja 10
horas diarias por 2 dias a la semana?

Ganancia Horas Dias

400000 8 5
X 10 2
Se multiplica 400000 por dos factores segtn la siguiente l6gica

] 4 4 o glg 10
Por trabajar 8 horas gana 400000, entonces por 10 jgana mds 0 menos?, como gana mas, multiplicamos por ry

: - 2
Por trabajar 5 dias gana 400000, entonces por 2 ;gana mds 0 menos?, como gana menos, se multiplica por 5

10 2
X =400000- 3 5" 200000, la respuesta es que gana 200000 pesos

En este ejemplo se aprecia que hay relaciones entre las magnitudes directas o inversas, asi por ejemplo las magni-
tudes horas y salario son directamente proporcionales, ya que al aumentar una la otra también aumenta. Veamos un
ejemplo donde la relacién entre dos magnitudes sea inversa.

Ejemplo5.7 -Solucién de una regla de tres inversamente Proporcional

En una finca hay alimento para 7 vacas que dura 78 dias, ;Cuédntos dias duraria el alimento para 21 vacas?
Dias Vacas

78 7
X 21
Se multiplica 7 por un factor segtin el siguiente analisis
Si el alimento para 7 vacas dura 78 dias, el alimento para 21 vacas ;dura mds o menos?, como dura menos, se

multiplica por Bl

x=78 ol 26, la respuesta es que alcanza para 26 dias

En este caso, las magnitudes dias y ntimero de vacas son inversamente proporcionales, pues con un mayor nu-
mero de vacas se reduce la cantidad de dias de alimento, bajo el supuesto de que este permanece constante.

El andlisis que se hace para dar solucién a una reglas de tres, se funda en establecer cémo se comportan estas
magnitudes. En los ejemplos se han esquematizado las reglas de tres en una tabla que tiene tantas columnas como
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magnitudes trae el problema y cuenta con dos filas; lo usual es que en la columna donde se localiza la cantidad
desconocida x, hay un valor dado en el problema el cual se multiplica por un factor, segtin las magnitudes sean
directas o inversas.

Ejemplo5.8 -Solucién de una regla de tres compuesta

Tres personas traban juntas 8 horas diarias durante 10 dias en la construccién de una cancha de 80 metros
cuadrados de drea. ;Cudntos dias necesitardn 5 personas, trabajando 6 horas diarias, para hacer una cancha
de iguales caracteristicas pero con 60 metros de area?

Dias Horas Personas Area

10 8 3 80
b 6 5 60

Lo esencial es determinar los factores por los cuales hay que multiplicar a 10 dias.
Se hace el andlisis separadamente entre la columna dfas y cada una de las otras columnas.
Si trabajando 8 horas se demoran 10 dias, trabajando 6 ;se demoran mds o menos?, pues a menos horas mas

4 " 8
dias, por tanto se multiplica por 5
Si 3 personas se demoran 10 dias, 5 personas ;se demoran mas o menos?, a mds personas menos dias, significa
_— 3
que se multiplica por o

Si para hacer 80 metros tardan 10 dias, para 60 ;tardan mas o menos?, a menos drea, menos dias, por lo tanto

60
se multiplica por 30’ 8 decir el calculo es
8 3 60
0-—-—- =6 dias
6 5 8

Cada una de las tres preguntas en el razonamiento anterior, se formula de manera independiente con relacién a la
columna que contiene la magnitud buscada. En primer lugar se comienza identificando la relacién existente entre los
datos conocidos para luego formular la pregunta de la relacién que hay entre la incégnita y el dato conocido. Noétese
que en el ejemplo se analiza la relacién entre las 8 horas y los 10 dias, para luego ver cémo es la relacién existente
entre los dias, que es la incégnita x, y las 6 horas.

Para finalizar se enfatiza que si la incégnita x es mayor con relaciéon al dato conocido, se multiplica por el cociente
entre el mayor y el menor; pero, si x es menor, se multiplica por el cociente del menor sobre el mayor.

Procedimiento 5.1 Esquema de la solucion de una regla de tres

Magnitud 1 Magnitud 2

Valor dado k  Valor mayor M
b Valor menor m

La incégnita x se iguala al valor dado (x = k), el cual se multiplica por un factor segtin la siguiente 16gica’
1). Si x es mayor que el valor dado, entonces se multiplica por el mayor y divide por el menor: x = k-
2). Si x es menor que el valor dado, entonces se multiplica por el menor y divide por el mayor: x = k-

SENS

Para determinar si x es mayor o menor con relacién al valor dado k, se debe elaborar el argumento tal y como se
ha explicado en los ejemplos precedentes, en los cuales se interpretan los valores en su conjunto, comenzando por
la columna de la cual se conocen todas las cantidades, y finalizando con la columna de magnitudes que contiene
la incoégnita x. Hay que anotar que para la elaboracién de la pregunta se considera la magnitud relacionada con la
cantidad buscada, asi como lo presenta el ejemplo (5.8), en el cual se determina el ntiimero de dias, asi que todas las

LCuando se suponen los valores mayor y menor, en general el procedimiento funciona si se intercambian estas cantidades
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preguntas consideran esta magnitud cuando se usa la expresién “...tardan mas o menos...” 0 “... se demoran méds o
menos...”. De la claridad del planteamiento de esta pregunta, depende la exactitud de la respuesta. Para dominar
el procedimiento definido, se deben leer los ejemplos de este texto en los cuales se aplicé este esquema de forma

sistemética.?

Ejercicios del capitulo

Aplicando los conceptos de razones y proporcionalidad, resolver los siguientes problemas.

1. Al comprar una casa en cuotas (dividendos) el banco
ofreci6 un crédito de 12 afios con cuotas fijas mensuales
de $100.000. Si el precio al contado de la casa es de 10
millones, ;cudl es el porcentaje de recargo que aplica el
banco?

2. Si el precio de un curso de inglés es de $300.000 al con-
tado, pero pagado al crédito se recarga en un 18% y el
crédito es de 6 meses, ;cual es el valor de las cuotas si son
todas de igual valor?

3. Un grupo de personas asiste a un concierto de msica
donde se hace rebaja de un 10% por cada 5 entradas. Si
una persona junta a 14 personas mas y cada entrada indi-
vidual sale a $5000, ;cudl es el valor de cada entrada con
la rebaja?

4. Si un pintor puede trabajar 8 horas diarias en pintar
la totalidad de una casa y su jefe decide contratar a 3
pintores mds que tienen la misma capacidad de trabajo,
(cuanto tiempo tardardn en pintar una docena de casas
trabajando 8 horas diarias?

5. En un estacionamiento hay 80 autos estacionados. Si
el color de ellos se reparte en 3 tipos: 30% son blancos,
el 75% de los que quedan son verdes y el resto son rojos,
(cudntos autos son blancos y rojos?

6. Una cuadrilla de trabajadores fabrica 1 casa en 4 me-
ses, entonces, si tenemos 2 cuadrillas de trabajadores, en
1 afio alcanzan a fabricar:

7. Un atleta recorre 40 Km en 2 horas. Entonces ;a qué
distancia se encuentra cuando ha recorrido media hora
de camino?

8. En un cajén de naranjas y platanos estan en la propor-
cién 3 : 2 ;cudl es la cantidad de naranjas, si el total de
frutas que hay entre las dos es 200?

9. A las 12 del mediodia Pedro observé que su reloj te-
nia un atraso de una hora 40 minutos, y en ese instante lo

3

regula de manera que se adelante 3 minutos por dia. ;En
qué tiempo, a partir de ese momento, su reloj marcara la
hora exacta?

10. Las edades de 2 personas estdn en relacién 1: 2 y en
5 afios maés estardn en la razén 2 : 3. ;Cudl era la suma de
las edades de las personas hace 2 afios?

11. El punto més alto de una antena ubicada sobre un
edificio se encuentra a 60 m del suelo del subterrdneo. Si
la distancia desde el suelo del subterrédneo a la base de la
antena es 4 veces el tamarfio de la antena si todos los pisos
tienen la misma altura (2 metros) incluso el subterraneo,
(cudntos pisos tiene el edificio desde el suelo?

12. En un curso hay 30 alumnos, de estos el 20 % son bue-
nos alumnos y del resto la mitad tiene un promedio de
notas igual a 5y de los que quedan el 50 % esta repitiendo
el examen. Si al final del afio pierden 3 alumnos, ;con re-
lacién a los que repitieron el examen qué porcentaje per-
dio el afio?

13. Al echar 36 litros en un barril se completan los 3/7 de
su capacidad ;cudntos litros faltan para llenar el barril?

14. Cuatro veces la edad de Claudia excede a la edad de
Ana en 20 afios y la tercera parte de la edad de Ana es
menor que la de Claudia en 2 afios. ;Cuantos afios tiene
Claudia?

15. En la universidad uno de los requisitos para aprobar
una asignatura es tener asistencia igual o superior al 85 %.
Si el semestre tiene 48 clases, para no reprobar la asigna-
tura ja cudntas clases se puede faltar?

16. Un articulo cuyo precio es $1.500 se vende en ofer-
ta rebajando el 3%. ;Cuanto paga una persona por 7 de
estos articulos?

17. El precio de una mercaderia sube 50% y luego baja
50%. El precio de venta inicial en relacion al precio de
venta final:

2Hay diversos esquemas para resolver reglas de tres, el lector puede usar cualesquiera, lo importante es efectuar las operaciones correctamente.
3El nombre que reciben este tipo de ejercicios sobre razones y proporciones es el de reglas de tres.
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18. Una secretaria escribe 15 certificados en 4 horas
¢(Cuanto tiempo demorardn 6 secretarias en escribir 90
certificados?

19. Tres amigos A, B y C, deciden repartirse una caja de
bolitas. A recibe el 34% del total, B el 20% y C se qued6
con 23. ;Cudntas bolitas tenia la caja?

20. Si del 30% de $x obtengo $z y del 10% de z resultan
$30, entonces el 200% de x es:

21. Los 3/4 de la mitad de un ntiimero representa el:

22. E1 20% de B maés el 25% de A es 7. El doble del 50%
del 20% de B es 5. ;Cuél es el valor de la mitad de A?

23. Se pagan $1.500 que corresponden a los 3/5 de una
deuda. Entonces, por pagar quedan:

24. E118% de los alumnos de un curso faltaba por enfer-
medad y el 8% por reuniones de cualquier tipo. Si sélo
asistian 37 alumnos, los que faltaban eran:

25. ;De qué ntimero 8 es el 25%?

26. Un edificio tiene 40 ventanas iguales. Cada ventana
estd compuesta por 3 vidrios iguales, 2 fijos y un tercero
movible. Cada ventana tiene un costo de $P, pero 2 vi-
drios fijos valen lo mismo que un vidrio mévil. ;Cuédnto
vale una ventana en funcién de los vidrios fijos? Nota: F
es el precio de un vidrio fijo.

27. Las existencias de avena llegan para 7 caballos has-
ta 78 dias. ;Cuantos dias alcanzan las existencias para 21
caballos?

28. Sien un viaje de estudios van 40 alumnos, el precio de
su pasaje es de $1875. Pero, si s6lo van 25 alumnos, ;cudl
seréd el precio que pagaria cada uno de estos 25 alumnos
si el valor del viaje para el grupo no varfa?

29. En la fruterfa venden fruta sin semilla y con semilla.
Silas frutas con carozo son el triple de las que no lo tienen
y el total de frutas en el negocio son 120, ;cuantas frutas
no poseen carozo?

30. Un calculo de porcentaje se puede representar como
una proporcién directa, entonces, ;cudl es el 250% de una
cantidad g?

31. Si compro un cd ahora, costard 25% mas de lo que
costaba hace dos semanas. Si subié $2000 por semana,
;cuanto costaba el cd hace 2 semanas?

32. Un arbol da 20 cajas de fruta cada 10 meses en pro-
medio. Si este afio produjo cada 5 meses, 16 cajas de fruta,
(en qué porcentaje aumenté su producciéon?
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33. Con p pesos compro q abrigos. ;Cudnto cuestan 7
abrigos?

34. En una planta conservera se necesitan N tomates pa-
ra producir 10 tarros de salsa de tomate. Si se recibe un
pedido de 500 cajas de tarros de salsa, dado que cada caja
tiene 30 tarros, ;de cuantos tomates se debe disponer pa-
ra un mes, si llegan 2 pedidos semanales y ese mes tiene
5 semanas?

35. ;Cudl fue el precio de venta de un articulo cuyo pre-
cio de costo fue de 6.000 y la ganancia fue del 33,3 % del
precio de venta?

36. El precio de un libro L se vende con un descuento D
que corresponde al 18% del precio de compra. Si la ga-
nancia determinada por el comerciante fue de 30% sobre
el precio de compra, ;cudl es el porcentaje real de ganan-
cias del comerciante?

37. Para preparar un kilo de mermelada se ocupa medio
kilogramo de azticar y 600 gramos de fruta. ;Qué canti-
dad de fruta y aztcar se necesitan para fabricar 50 kilo-
gramos de mermelada?

38. Al naufragar un barco con 100 personas a bordo, un
reporte sobre dicho suceso indica lo siguiente: de los so-
brevivientes, la onceava parte son nifios y de los muertos
la quinta parte eran casados. ;Cuantas personas murie-
ron?

39. Calcular el 30% de los alumnos de un curso si en él
existe el doble de mujeres que de hombres y los hombres
son una decena.

40. ;Cuadl es el porcentaje de damas que hay en un curso,
cuando el total de alumnos de un curso es el 75% del 10%
de 1000 y de ellos 20% son varones?

41. Si Jaime recorre una distancia de 48 km, en donde
primero recorre un tercio en auto y del resto los dos no-
venos los hace en bicicleta, luego camina, hasta finalizar
su trayecto, ;cudntos km recorre en bicicleta?

42. Diez cajones llenos de nueces pesan 410 Kg y un cajon
vacio pesa 10 Kg ;Cuantos Kg pesan las nueces solas?

43. Un soldado raciona su agua para 10 dias. Después de
4 dias le dicen que se debe hacer alcanzar el agua para
un total de 8 dias. ;En qué porcentaje debe disminuir su
raciéon de agua?
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44. Tomas perdi6 su empleo a tiempo parcial, lo que re-
dujo las rentas de su pareja en un 20%. Su mujer Leticia
decide efectuar horas suplementarias con el fin de com-
pensar esta pérdida. ;Por cudnto deberd multiplicar su
salario con el fin de que la renta de la pareja vuelva a su
nivel original?

45. Los balones de fuitbol y de baloncesto de una escuela
deportiva suman 40 en total. Se sabe que hay 2 balones
de baloncesto por cada 3 balones de futbol. ;Cudntos hay
de cada uno?

46. Si una pizza de 25 cm de didmetro vale $ 800, ;Cudl
serd el precio en pesos de otra pizza con los mismos in-
gredientes y 35 cm de didmetro?

47. Un barco tiene provisiones para 20 dias y 45 tripu-
lantes pero, al emprender el viaje, se quedan en tierra 9
marineros. jPara cuantos dias llegardn los viveres?

48. ;Cuéntos ladrillos serdn necesarios para construir un
pequeiio muro macizo de 16 m de largo, 1 m de alto y 25
cm de ancho, si por cada metro ctibico de construccién se
requieren (contando el mortero de unién) 1000 ladrillos?

49. Un salén mide 6 m de largo y 4 m de ancho. Se quie-
re embaldosar con baldosas cuadradas de 40 cm de lado.
¢Cuéntas hacen falta?

50. Cuatro pintores de brocha gorda pintan una casa en
6 dias. ;Cuantos dias demorardn 12 pintores en pintar la
misma casa, si mantienen ese ritmo?

51. Si una determinada persona gastara $ 30 diarios le
faltarfan $ 100 para llegar al fin de un mes de 30 dias sin
deudas. ;Cudnto puede gastar cada dia para ahorrar $
200 dicho mes?

52. Dos tercios de la facultad de una instituciéon educa-
tiva son mujeres. Doce de los hombres de la facultad son
solteros, mientras 3/5 de los profesores hombres estan ca-
sados. El niumero total de miembros de la facultad de esa
institucion es:

53. Si en una caja caben 8 bolsas y en cada bolsa caben 15
bombones. ;Cuantos bombones caben en 6 cajas?

54. A un dibujo se le toma una fotocopia que amplia 6 ve-
ces su tamario, a esta fotocopia se le vuelve a tomar otra
fotocopia que la amplia 4 veces. Si la altura del dibujo en
el original mide 12cms. ;Cudnto mide la altura del dibujo
en la segunda fotocopia?

55. Una abeja reina puede vivir 43 veces més que las abe-
jas trabajadoras. Si la abeja trabajadora vive 44 dias, La
abeja reina vive:
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56. Una cuerda mide 80 cms de largo, se le corta un pe-
dazo de una longitud igual a 1/4 de la longitud total de
la cuerda. ;Cuanto mide el pedazo que queda?

57. Un albaiiil tiene que embaldosar un salén de forma
cuadrada que tiene de lado 8 m; si en cada metro cuadra-
do se utilizan 16 baldosas, ;Cuantas baldosas son necesa-
rias para cubrir todo el salén?

58. En una fabrica de botones se empaca de la siguiente
forma: 4 botones se empacan en una bolsa de tela. 6 bolsas
de tela llenas se empacan en una bolsa plastica. 5 bolsas
plasticas llenas se empacan en una caja de cartén. 3 cajas
de cartén se empacan en una caja de madera. La cantidad
de cajas de cartén que se llenan con 4.320 botones es:

59. Sebastidn ley¢ una noche 170 palabras por minuto,
durante 15 minutos y otra noche ley6 155 palabras por
minuto, durante 25 minutos. La primera noche ;cudntas
palabras ley6?

60. Un atleta da una vuelta a una pista atlética de un es-
tadio en 1 minuto 15 segundos. Si su ritmo es constante,
(Cuantas vueltas dard en una hora?

61. Alejandro tiene 5 sombreros menos que Isabel y An-
gela tiene 3 veces mas sombreros que Alejandro. Si Isabel
tiene n sombreros, ;Cudl de estas expresiones represen-
ta el ntimero de sombreros que tiene Angela? 5-3n; 3n-5;
n-5; 3(n-5)

62. Un vehiculo consume 3 galones de gasolina cada 100
kilémetros, si el galén cuesta $4.000 y se realiza un viaje
de 200 kilémetros, el costo de la gasolina es de:

63. En una determinada poblacién apareci6é una epide-
mia, si hace dos meses el 10% de la poblacién tenia la en-
fermedad y un 90% gozaba de buena salud y en el trans-
curso de un mes, un 10% de las personas que estaban
enfermas se curaron y el 10% de las que gozaban de bue-
na salud se enfermaron. El porcentaje de la poblacion que
goza de buena salud hasta ese momento es:

64. Una pastilla de 20 gramos estd compuesta de vitami-
na C, de hidratos de carbono, de proteinas y de sales mi-
nerales en la proporcioén: 2, 3, 4, 1 respectivamente ;Qué
cantidad contiene de proteinas?

65. Debido a la disminucién de la mano de obra disponi-
ble, una fébrica de juguetes redujo su rendimiento men-
sual en 20%. ;Cual es el incremento porcentual necesario
de mano de obra para estabilizar en forma normal el ren-
dimiento?
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66. En un grupo de 45 personas que asiste a una fiesta, 67. Un departamento tenia 8 congresistas en 1940 y 6 en
se sabe que hay 3 nifios por cada 2 nifias. El niimero de 1950. ;El cambio porcentual en la representacién es? 1)
nifias que hay en la fiesta es: -75; 2)-25; 3)+25; 4)+75

Respuestas a los ejercicios del capitulo

1. 44% 26. P 4F
2. $59.000 27. 26 dias
3. 4500 28. 3000
4. 3 dias 29. 30
5. 38 30. 2,59
6. 6 casas 31. 16000
7 10 km 32. 60%
8. 120 33. 7p/q
34. 15.000N
9. 33 dias 8 horas
35. 9000
10. 11
36. 12% del precio de compra
11. 23
37. 25 kg, 25 k
12. 50% & 8
38. 45
13. 48 litros
39. 9
14. 14
40. 80%
15. 8 clases 41 64/9k
. m
16. $10.185 0. 310
17 Ba]a 25(70 43 250/
18. 4 horas 44120
19.°50 45. 16 de baloncesto y 24 de ftitbol
20. 2000 46. $ 1568
21. 37,5% del niimero 47. 25
22. 4 48. 4.000 ladrillos
23. $1.000 49. 150
24. 13 50. 2 dias

25. 32 51. 20



5.4 Respuestas a los ejercicios del capitulo

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

90

720

288 cms

1.892 dias

60 cms

1024 baldosas
12

2.550 palabras

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

48 vueltas
3(n-5)
$24.000
91 %

8 gramos
125

27

-25
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2.

1

o

11.

12.

13.

14.

15.

Problemas suplementarios

Los ejercicios presentados en este anexo, requieren un alto dominio conceptual y de procedimientos con rela-
cién a las competencias que se deben tener para dar solucién a los ejercicios propuestos en los diversos capitu-
los. Estos problemas requieren no sélo del uso de la teoria, sino de buscar alternativas de solucién poco rutina-
rias, incentivando la creatividad y recursividad al momento de buscar su solucion, la cual puede ser poco comun.

Determinar el valor de las siguientes expresiones.

/
R

Simplificar las siguientes expresiones.

) \/6+\/§+\/ﬁ+\/2_—(1+\/g+\/2)
3-4V3+4
9-6V11+11

5.

\O

16

17

18

19

20

(o
‘ 3

:

3 3 3 3
9\/9\/...\/9v2
31_32.33_34. .314.315

527354755677

323436 .. ,318320
313335 .. ,317319

S&

\/7-2

3

V9-4v5
V13-2v4

17-12V2

N

: ¢3—2¢§—v9—4¢§—v%—2¢€



Verificar las siguientes igualdades.

21. V2+v5+1/2-v5=1
.

Ayuda: expresar 2 + /5 como el binomio § + ¥ al cubo .
22. §/7+2\/§+§/7—2\/§:2

23. §/18+13\/§+f/18—13\/§:3

24. §/20+14\/§+\3/20—14\/§:4

25. §/25+10\/§+f/25—10\/§:5

26. V/24v5-\/5-v5a=/5+v52-/2-V5

2 2 2 2
. (3 g—m—\/g) (g\/g+2\/;—4\/;) =0

Resolver los siguientes problemas.

2

N

33. Un tablero cuadrado dividido en casillas blancas y
negras(como el tablero de ajedrez), comienza con una ca-
silla negra. La razon entre las casillas blancas y las casi-
llas negras es aproximadamente de 0,96. ;Cuadles son las
dimensiones del tablero?

34. ;Cuéntas cajas con medidas de 0,1mx0,1mx6,9m pue-
den ser guardadas en un contenedor de 6mx3mx2m?

35. Un grupo de nifios y perros salen a caminar. Se sabe
que hay mads perros que nifios y que hay 49 pies y cabezas
en total. ;Cudntos perros hay?

36. Encontrar el entero positivo méds pequefio que debe
ser sumado a 2010 para obtener un cuadrado perfecto.

37. Un entero de dos digitos es 4,5 veces mas grande que
el mismo ntimero leido de derecha a izquierda. Encuentre
el nimero.

38. Cuando Juana juega contra Camilo a su juego prefe-
rido, la probabilidad de que ella gane es 5 a 3. ;Cudl es la
probabilidad de que ella gane 3 juegos seguidos?

39. ¢Cuadl es la suma de todos los digitos de la represen-
tacion decimal de 5'6x16°?

40. El ultimo digito del nimero 777 es:

41. Encuentre la suma de los siguientes ntimeros:
1,2,4,8,16,32,64,...,1024

42. Un burro tiene que transportar 900 zanahorias de un
punto A a un punto B que estdn separados por una dis-
tancia de 300 millas; el burro puede cargar un maximo
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28. §/9+\/%+ §/9—\/%:3

29.( 24V3 __ 2-V3 )=\/§
V2+V2+V3 V2-v2-V3

30. \/\/_—\/3—\/29—12\@:1
31. \/\/§+\/2+8\/6—4\/§=2

32. §/72+32\/§—§/72—32\/§=2\/5

de 300 zanahorias, si el burro se come una zanahoria ca-
da milla, jcuédl es el médximo ntimero de zanahorias que
pueden llegar al punto B?

43. 5i 3 estudiantes se comen 3 manzanas en 33 segundos
y ellos no pueden porcionar ninguna manzana. ;Cuanto
tiempo tardardn 9 estudiantes en comerce 19 manzanas?

44. Si se tienen 220 lapices y se desean empacar en pa-
quetes que contengan s6lo 7 6 9 ldpices, el minimo ntime-
ro de paquetes que se pueden formar para empacar todos
los lapices es:

45. Con 185 personas se quieren formar equipos de estu-
dio conformados solamente por 4 6 9 personas. El ntime-
ro minimo de equipos que pueden formarse es:

46. Con 185 personas se quieren formar equipos de estu-
dio conformados solamente por 4 6 9 personas. El ntime-
ro méximo de equipos que pueden formarse es:

47. En una poblaciéon una persona cuenta un chisme a
otras 5 personas en una hora; cada persona les cuenta el
chisme a s6lo 5 personas. Si una persona inicia un chisme,
al cabo de 4 horas el ntimero de personas que conocen el
chisme es:

48. Andrés, Pacho y Claudia compraron cada uno bolsas
de bizcochos idénticas. Andrés compré 35 bizcochos, Pa-
cho 49 y Claudia 63. El total de bolsas compradas por los
tres es:

49. Se tienen tres carpetas con 52, 78 y 104 procesos y
se deben reorganizar con las siguientes condiciones: ca-
da carpeta debe contener el mismo ntimero de procesos.
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Debe utilizar el minimo ntmero de carpetas posibles. El
namero de procesos que se deben ubicar por carpeta y el
total de carpetas utilizadas es:

50. Tres amigos compraron zapatos idénticos; uno de
ellos se los pone cada 3 dias, otro cada 5 dias y el otro
s6lo los viernes. Si ayer los tres estaban con los mismos
zapatos, ;en cuanto tiempo volveran a coincidir?

Se define la operacién arbitraria entre los ntmeros
reales p, q asi plg = %Z(Zq -3p)
51. 4|2 esigual a:
52. A]Aesigual a:
53. 8|B esigual a:

54. La suma de 5 pares consecutivos es 120; el ntimero
situado en el medio es:

55. El resultado de sumar 5% + 5% + 5% + 5% + 5% es:

56. El méximo comuin divisor de dos nimeros es 15; ;cudl
es el mayor de estos nimeros, sabiendo que sélo uno es

CAPITULO 6. PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

par, ambos ntimeros se descomponen en igual cantidad
de factores primos y su minimo comun multiplo es 1260?

57. Se requiere construir una columna de adobes de 240
cm de alto con adobes de 8 cm y 11 cm de alto cada uno.
El nimero minimo de adobes que se requieren para cons-
truir la columna es:

58. En un grupo de 5 vacas el promedio de peso es 430kg.
La de menor peso tiene 412kg, esta serd reemplazada por
otra vaca de tal forma que el promedio de las 5 reses que
queden sea 435kg; el peso de dicha vaca debe ser:

59. En una escuela cierto estudiante lleg6 contagiado con
el virus X. Al finalizar el primer dia el estudiante ha con-
tagiado a 5 y él queda sano; para el final del segundo dia,
cada uno de los enfermos ha contagiado a 5, quedando
ellos sanos y asi indefinidamente. Al finalizar del cuarto
dia el namero de estudiantes contagiados es:

60. Juan debe armar computadores durante 6 dias, de tal
forma que cada dia debe ensamblar el triple del dia ante-
rior. Si el primer dfa ensambl6 9 computadores, entonces
la cantidad total de ordenadores que armé Juan es:

El concepto de operacion es vital en las matematicas, los ejercicios siguientes definen tipos especiales de operacio-
nes, por medio de las operaciones aritméticas basicas y que se representan simboélicamente con algunos caracteres.
Usando la definicién en cada caso, realizar el cdlculo que se pide.

6l. Sia“=3
a)"
calcular: A= )7
62. Six*=2

2 2
calcular: S = x* + x***

63. Si:a#tb=a’+2a; beR

efectuar: L (2# (3# (4#(..)))

(2b)? Operadores
64. Si(x—-1)=x+1

calcular: W

———
100 Operadores

65. Sabiendo que: (x+5)=x-3yque x+1=x-5

calcular: W

N— ————
200 Operadores

66. Si: x+2=x%-1

hallar: 4 -7
67. Sabiendo que: a A\ b=3(a+2)?

calcular: 12 /\ (22 A (32 A (42 At ))))

334 Parentesis

2
— x2-9
68. Se define: (x)= al ;x#-3 Y se cumple:
x+3
(((2n+1)) -16
calcular: (n?-1)
. — x+1
69. Se define: (x) = ;;x > 1 Hallar el valor de ?x?

Si: X2 +2X+4=19
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6.1 Respuestas a los ejercicios del capitulo 87

70. Si: —+ = 1 calcular: 10
(b>a)?® avb
caleular: 1054 73. Dado: = V1+x-1y1=63
71. Si(@) =a+2 calcular: 1999 — 2000°

calcular: ﬁ Sabiendo ademads que: a>b=(a>b?+1 74. Se define: (a> b)€ = aAo)

72. SiT=1;§=lyﬁ=n+2—n+l (97>98)
calcular: (15 2)@>49**

Respuestas a los ejercicios del capitulo
1. 6 34. 1, pues la diagonal del coneten- 54. 24
dor es de 7m
2.3 55. 5°
35. 8 perros
3.3 56. 315
. 36. 15
4, V24 57. 24
37. 81=4,5%18
5.3 58. 437kg
38. 25%
6. 3120 59. 54
39. 7
7. 512.715 60. 32+33+3*+3°+364+37
40. 7
8. 3lo 61.
41. 2047
9.3 62.
42. 160
10. 0 63. 3
43. 99
11. 2-v3 64. x+205
44. 26
12. V11-3 65. x—399
45. 25
13. V7-3 66. 3
46. 45
14. V5+2V2 67. 27
47. 781
15. v2-1 68. 140
48. 21
16. V5-v2 69. 2
17. V5-2 4. 2659 70. 2y 16
.1
18. V7-v6 50. 15 semanas 71. 103
19. 3-2v2 5. -32 72. 55
A3
20. 2v2-3 52. -— 73. -1

33. 7x7 53. 32B-384 74. 1
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Aritmética
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Este texto ilustra conceptos bdsicos y necesarios de los
cursos que emplean esta disciplina como lenguaje, para
comunicar y representar las ideas de las matemdticas
aplicadas, cuya base fundamental es la aritmética. También
constituye un material de consulta obligado para los
estudiantes que se enfrentan a las pruebas de Estado de la
Calidad de la Educacion Superior en Colombia, Saber pro, toda
vez que contiene dos unidades que les facilita se preparacion:
proporcionalidad y operaciones basicas entre nlmeros reales.

This text illustrates basic and necessary concepts of courses which use this
discipline as a language to communicate and represent the ideas of applied
mathematics, whose basic foundation is arithmetic. In addition, this text is a
primary reference for students who have to take the Saber pro exams
(Pruebas de Estado de la Calidad de la Educacion Superior en Colombia) since
it has two units that can help for the preparation of these exams:
proportionality and basic operations among real numbers.
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