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Conceptos Basicos y
Operaciones entre angulos.

1.1 Angulos
Un dngulo es la regién comprendida entre dos semirrectas en el plano que tienen un punto en comun, el cual es
llamado vértice. Las dos semirrectas son los lados del d&ngulo, una es llamada lado inicial y la otra lado terminal.

Lado inicial

En general cuando se habla de un dngulo se estd haciendo referencia a su medida. La medida de un dngulo es un
nuimero que indica que tan “separados” estan sus lados entre si. También se puede pensar como lo que tiene que
girar el lado terminal dejando el lado inicial fijo para que se forme el d&ngulo. Cuando el lado terminal se mueve en
contra de las manecillas del reloj (sentido antihorario), se dice que el 4ngulo es positivo, mientras que si se mueve en

el sentido de las manecillas del reloj (sentido horario), se dice que el dngulo es negativo.

Lado inicial

80°

Lad, term inaj

Lado inicial
angulo medido en

dngulo medido en
sentido horario

sentido antihorario

1.2 Medidas de angulos

Sistema sexagesimal - Grados
La unidad estdndar en el sistema sexagesimal es el grado. Una circunferencia se divide en 360 grados. Un grado se
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divide en 60 minutos y un minuto se divide en 60 segundos.
En la siguiente tabla se indica cual es la notacién para cada una de estas unidades de medida.

Unidad de medida Notacién

1 grado 1°
1 minuto ¥
1 segundo 1"

Algunas equivalencias importantes son:

Valor Equivalencia
1° 60’
v 60"

Ejemplo1.1

Los siguientes nimeros representan dngulos en el sistema sexagesimal:
90° Representa un angulo que mide 90 grados.
120°50’  Representa un dngulo que mide 120 grados y 50 minutos.
25°2/45"  Representa un angulo que mide 25 grados, 2 minutos y 45 segundos.

Radianes

Un radian es la medida del dngulo formado en una circunferencia por dos radios cuyo arco interceptado es igual al
radio.

Ejemplo1.2

Los siguientes niimeros representan angulos medidos en radianes:
n  Representa un dngulo que mide 7 radianes.
/4 q T c
S Representa un dngulo que mide 5 radianes.

2n  Representa un dngulo que mide 27 radianes.




1.3

1.3 Conversion entre grados y radianes

Conversion entre grados y radianes

(Coémo pasar de grados a radianes y viceversa?
La equivalencia entre grados y radianes es 180° =z rad.
Por medio de una regla de tres se puede pasar un dngulo que esté en grados a radianes y viceversa.

Ejemplo1.3

1.

(A cuanto equivalen 35° en radianes?
Para responder a esta pregunta lo que se debe hacer es una regla de tres directa, para ello es conveniente seguir
los siguientes pasos:

Formar dos columnas, la primera con el valor conocido y la segunda con el valor buscado, en este caso
grados y radianes respectivamente.

Ubicar en la primera posicién de cada columna valores equivalentes, por ejemplo 180° con 7 rad.

. Ubicar en la siguiente posicién de la primera columna el valor de 35°, mientras que en la segunda colum-

na una icégnita x que represente el valor en radianes equivalente a 35°.

Grados Radianes

180 T
35 X

. Finalmente se multiplica 35 por 7 y el resultado se divide por 180

_35*7[_77[
© 180 36

. o . i .
De lo anterior se concluye que 35° equivalen a = radianes.

Ejemplo 1.4

1.

(A cuédnto equivalen 37 radianes en grados?
Para responder a esta pregunta lo que se debe hacer es una regla de tres directa, para ello es conveniente seguir
los siguientes pasos:

Formar dos columnas, la primera con el valor conocido y la segunda con el valor buscado, en este caso
radianes y grados respectivamente.

. Ubicar en la primera posicién de cada columna valores equivalentes, por ejemplo 7 rad con 180°.

. Ubicar en la siguiente posicién de la primera columna el valor de 37, mientras que en la segunda columna

una incégnita x que represente el valor en grados equivalente a 37.

Radianes Grados

b1 180
3n X
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4. Finalmente se multiplica 37 por 180 y el resultado se divide por n

37 %180
x=———=>540

De lo anterior se concluye que 37 equivalen a 540° grados.

De estos ejemplos se puede observar que para pasar de grados a radianes es suficiente con multiplicar el 4ngulo por

o

80"’ mientras que para pasar de radianes a grados basta con multiplicar el angulo por

Ejemplo 1.5
Pasar los siguientes angulos de radianes a grados: 45°, 120°, 210°, 320° y 400°
T
Grados se multiplica por s Radianes
T T
45° 45° x =
180° 4
7 2n
120° 120° x =
180° 3
7
210° 210° x =
180° 6
167
320° 320° x —
180° 9
207
400° 400° x —
180° 9
Ejemplo 1.6
5t 3m  4nm

- . : T
Pasar los siguientes angulos de radianes a grados: 47, a7V g
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o

Radianes se multiplica por Grados

4 47 x =4x180° 720°
7 m 180° 1 R R
= — X =-—x180 45
4 4 4

57 57 180° 5 X s
- — x =—x180 300
3 3 b4 3

37 3n 180° 3 o o
= — X =-x180 135
4 4 /4 4

i am 180° 4 X i
— _ =—-x180 240
3 3 b4 3

Clasificaciéon de los angulos segun su medida.

Los dngulos concavos son aquellos cuya medida es mayor que 0° y menor que 180° y se dividen en dngulos agudos,
rectos y obtusos.

Angulos Agudos: Son aquellos cuya medida es mayor que 0° y menor que 90° ( mayor que 0 radianes y menor que
/2 radianes).

Angulos Rectos: Son aquellos cuya medida es igual a 90° (igual a 7/2 radianes).

Angulos Obtusos: Son aquellos cuya medida es mayor que 90° y menor que 180° (mayor que 7/2 radianes y menor
que 7 radianes).

<
g
g
-
8
)
E /2
—
Lado inicial Lado inicial Lado inicial
dngulo agudo dngulo recto dngulo obtuso

En diversidad de aplicaciones se habla de angulos de la siguiente forma:

Angulo de elevacién: Es el éngulo que se forma entre la visual de un observador que mira hacia arriba y la horizon-
tal.

Angulo de depresion: Es el angulo que se forma entre la visual de un observador que mira hacia abajo y la horizontal.

Horizontal

Observador

angulo de depresion

angulo de elevacion

Observador Horizontal
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1.4 Triangulo rectangulo y teorema de Pitagoras

Tridngulo rectingulo: Es aquel que tiene un angulo recto (mide 90°) mientras que los otros dos dngulos son agudos
(miden menos de 90°). El dngulo recto siempre esta formado por los dos lados de menor longitud, conocidos como

catetos, el tercer lado es llamado hipotenusa y es el lado de mayor longitud. El teorema de Pitagoras sefiala que el
cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Teorema 1.1

Teorema de Pitagoras
En todo tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

b K = a+ b

Observacién: Si se conocen dos de los lados de un tridngulo rectdngulo, por medio del teorema de Pitagoras se puede
encontrar el valor del lado restante.

Ejemplo1.7
Encuentre el valor de la hipotenusa en el siguiente tridngulo rectangulo.

En este caso a=8 y b=15. Si se reemplazan estos
valores en el teorema de Pitagoras se obtiene:

h? =82 +15°
15 h h? = 64 +225
h? =289
h=+/289
8 h=17

Ejemplo1.8

Encuentre el valor del cateto desconocido en el siguiente tridngulo rectangulo.



1.4 Tridngulo rectingulo y teorema de Pitdgoras

En este caso a=3 y h=5. Si se reemplazan estos
valores en el teorema de Pitagoras se obtiene:
52=32+4Db°
25=9+b°

b 3 25-9=p?

16 = b*

V16="b

4=b

b=4



2.1

Trigonometria del tridngulo

Razones trigonométricas en el triangulo rectangulo

Todos los triangulos rectangulos tienen dos dngulos agudos y un dngulo recto. Si dos tridngulos rectdngulos tienen
uno de sus dos dngulos agudos congruentes, se sigue que estos tridngulos son semejantes. En la siguiente gréfica se
ven tres tridngulos rectdngulos semejantes.

Los tridngulos AOAB, AOCD y AOEF son semejantes, dado que tienen sus tres d&ngulos congruentes.

. -— . = . 1,5

Al tomar el cociente entre los segmentos AB y OA se obtiene - = 0,3
. =~ == . 2r4

Al tomar el cociente entre los segmentos CD y OC se obtiene 5 - 0,3

[ — 3
Al tomar el cociente entre los segmentos EF y OE se obtiene 0 0,3

Como se puede observar, esta razén permanece constante siempre que el dngulo 6 permanezca fijo y el tridngulo
estudiado sea un tridngulo rectangulo, es decir, todos los tridngulos rectangulos que tengan uno de sus dngulos
agudos igual a 6 cumplirdn que el cociente entre el cateto opuesto y el cateto adyacente seran iguales, este cociente
recibe el nombre de tangente de 8 (tan(6)). Si se toman los cocientes entre los otros lados de los tridngulos, la razén
obtenida también se mantendra constante, es asi como surgen las razones trigonométricas.

En general, si se tiene un tridngulo rectdngulo cualquiera y se toman las razones de dos de sus lados y luego se toma
la razén entre los lados correspondientes de un tridngulo semejante, este valor permanecera constante. Dado que
estas magnitudes no cambian, se les puede dar nombres a estas razones.



2.1 Razones trigonométricas en el tridngulo rectdngulo

Las seis razones trigonométricas son:

Nombre  Representaciéon

seno
coseno
tangente
cosecante
secante
cotangente

Definicion 2.1

sen
cos
tan
csc
sec
cot

En un tridngulo rectdngulo las seis razones trigonométricas se definen como:

Cateto adyacente

cateto opuesto hipotenusa
o sen(@) = ———— cscl)= —————
= % hipotenusa cateto opuesto
5 %
e %, cateto adyacente hipotenusa
= C cos(0) = : sec(0) =
£ % hipotenusa cateto adyacente
Q S
©
O cateto opuesto cateto adyacente
tan(0) = 2 cot(0) = J
T 0 cateto adyacente cateto opuesto

Dependiendo de la ubicacién del dngulo en el tridngulo rectdngulo, el cateto opuesto y el cateto adyacente cambiaran.

Cateto opuesto
&°

Cateto adyacente

Cateto adyacente

Ejemplo2.1

Cateto opuesto

Usando el siguiente tridngulo rectdngulo, encontrar el valor de las seis razones trigonométricas

para el angulo 6.
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Solucién:
Lo primero que se debe hacer es identificar el cateto opuesto, el cateto adyacente y la hipotenusa para el

angulo 0.

Lado Valor

Cateto adyacente 5
Cateto opuesto 12
Hipotenusa 13

Luego se reemplazan estos valores en las férmulas dadas para encontrar el valor de las razones trigonométri-
cas.

cateto opuesto 12 hipotenusa 13

sen(f) = — cscl@) = ——— = —
hipotenusa 13 cateto opuesto 12
cateto adyacente 5 hipotenusa 13
cos(0) = : Y =— sec(0) = P =—
hipotenusa 13 cateto adyacente 5
cateto opuesto 12 cateto adyacente 5
tan(0) = P =— cot(0) = Y = —

cateto adyacente 5

Ejemplo2.2

Solucién:

agudos.

. . o . 3
Para el angulo agudo 6 encontrar los valores de las funciones trigonomeétricas, si se sabe que cos(0) = —.

cateto opuesto 12

4

El primer paso para resolver este ejercicio es construir un tridngulo rectdngulo, con 6 igual a uno de sus dngulos

cateto adyacente 3

Como cos(0) =

se sigue que el cateto adyacente=3 y la hipotenusa=4:

hipotenusa 4
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L1 AN

Para encontrar el valor del cateto opuesto (b), se aplica el teorema de Pitagoras.

42 =32+ b?
16 =9+ b?
16-9=b?
7=b°
b=V7

En la siguiente tabla se resumen los datos conocidos:

Lado Valor

Hipotenusa 4
Cateto opuesto V7
Cateto adyacente 3

Por tanto, las funciones trigonométricas evaluadas en el angulo 0 son:
Funcién Definicién valor

cateto opuesto 7
hipotenusa 4

cateto opuesto 7

tan(0) P £
cateto adyacente 3
hipotenusa 4

sec(0) =
cateto adyacente 3
hipotenusa 4

csc(0) o v s —— —

cateto opuesto V7
cateto adyacente 3

cot(8) —

cateto opuesto V7

2.2 Valores de las funciones trigonométricas en los angulo notables

Cuando se trabaja con razones trigonométricas es conveniente tener presente el valor de éstas en los dngulos 30°,45° y 60°,
dado que su aparicién en ejemplos y ejercicios es muy frecuente; estos valores se resumen en la siguiente tabla.

Angulo | 0° | 30° | 45° | 60° 90°
1| v2 | V3
sen(f) 0 5 | B | B 1
V3 | V3 1
cos(0) 1 =5 3 0
tan() 0 \/Tg 1 | V3 | indefinido
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Ejemplo2.3

Un piloto de un barco observa al vigia de un faro con un dngulo de elevacién de 30°. Si la altura del faro es de
130m, calcular la distancia del faro al barco y la visual del piloto.

Solucién: El primer paso para resolver este tipo de ejercicios es realizar un diagrama que represente geomé-
tricamente la situacion.

y=130

30°

X

En la siguiente tabla se relacionan las variables con sus respectivos valores:

Magnitud Variable Valor
altura del faro y 130
distancia del barco al faro X desconocido
longitud de la visual del piloto h desconocida
angulo de elevacién 30°

Para encontrar el valor de h se puede usar la razén trigonométrica sen30° ya que relaciona al cateto opuesto
de 30° que mide 130 con la hipotenusa que es h.

sen30® = 130
~  h
1 130 . )
5 = el valor sen30°se obtuvo de la tabla de angulos notables
h = 2-130
h = 260

Para encontrar el valor de x se puede usar el teorema de Pitagoras.

x24+y? = R
x?+130° = 260
x> +16900 = 67600
x> = 67600—16900
x> = 50700
VX2 = V50700

x = 130V3




2.2 Valores de las funciones trigonométricas en los dngulo notables

Se concluye que la distancia del barco al faro es de 130v/3m, mientras que la longitud de la visual del piloto es
de 260m.

Ejemplo2.4

Un electricista subido en un poste, observa a su ayudante que estd en el piso a 25 metros del pie del poste, con
un dngulo de depresién de 45°. Calcular la altura del poste.

Solucién: El primer paso para resolver este tipo de ejercicios es realizar un diagrama que represente geomé-
tricamente la situacién.

25

45°

En la siguiente tabla se relacionan las variables con sus respectivos valores:

Magnitud Variable Valor
altura del poste y desconocida
distancia del poste al ayudante X 25
longitud de la visual del electricista h desconocida
dngulo de depresién 45°

Para encontrar el valor de y se puede usar la razén trigonométrica tan45° ya que ésta relaciona al cateto
opuesto de 45° que es y con el cateto adyacente que mide 25m.

tan45° = %
1 = % el valor tan45°se obtuvo de la tabla de dngulos notables
25 =
y = 25

Se concluye que la altura del poste es de 25m.

13



3.1

Trigonometria analitica

Circulo unitario

Cuando se estudian las razones trigonométricas en un tridangulo rectdngulo surge una gran limitacién, pues sélo se
trabaja con dngulos agudos, una manera de generalizar las razones trigonométricas de forma que se pueda trabajar
con un dngulo arbitrario, es mediante el concepto de funcién trigonomeétrica, el cual es introducido usando el circulo
unitario (un circulo de radio 1). Inicialmente se introducirédn las funciones seno y coseno, el resto de las funciones se
definirdn a partir de éstas.

Primero se ubica un circulo unitario en el plano cartesiano con su centro en el punto (0,0), luego se forma un angulo
cualquiera que tenga como lado inicial al eje x positivo (a estos dngulos se les 1lama dngulos en posicién estidndar),
el lado terminal del dngulo intersectara al circulo en un punto P con coordenadas (x, y), la coordenada en x de P se
define como coseno del dngulo y la coordenada en y como seno del dngulo, es decir, si el dngulo formado se llama 6,
entonces cos(8) = x y sen(0) = y.

ejey
7 P = (x,y) = (cos(8),sen(d))
l Como las coordenadas del
1 punto de interseccién P son
o )lc eje x (x,¥), se cumple:
cos(@) = x
sen(@) =y

Las demads funciones trigonométricas se definen en términos de las funciones seno y coseno:

sen(0) 1 1 cos(0)
tan(0) = o5 @) sec() = s @) csc(9) = sen(@) cot(0) = sen(0)

Observar que el valor de una funcién trigonomeétrica al ser evaluada en un angulo 6 en posicién estdndar depende
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solamente de la interseccién del lado terminal de 8 con el circulo unitario, es por eso que si los lados terminales de
dos angulos 8 y a (ambos en posicién estdndar) intersectan el circulo unidad en el mismo punto, entonces:

sen(@) =sen(a) cos(@)=cos(a) tan(f) =tan(a)
csc(@) =csc(a)  sec(f) =sec(a) cot(d) = cot(a)

Ejemplo3.1

Muestre que los dngulos 30°, —330°, 390° y 750° son coterminales y realice una gréfica en la que ubique estos
tres angulos.

Solucién: Para mostrar que dos angulos son coterminales se toma el 4angulo menor y se le suma 360° cuantas
veces sea necesario hasta obtener el dngulo mayor (también se puede proceder tomando el d&ngulo mayor y
restandole 360° hasta obtener el 4ngulo menor).

30° y —330° 30° y 390° 30° y 750°
—330°+360° =30° 30°+360°=390° 30°+360°=390°
390° +360° = 750°

ejey ejey

~3302 P= (73%)

R
7

£
o
]
Nt
o
<

(A
[
\u

Como se puede observar en las graficas, el lado terminal de cada uno de los dngulos intercepta al circulo

unitario en el punto P = (‘/73, %), es decir, todos ellos son coterminales.

Ejemplo3.2

Encontrar el valor de sen(120°), cos(120°) y tan(120°).
En la grafica se puede observar que el lado terminal del 4ngulo 120° intercepta al circulo unitario en el punto

-4 4)

20
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eje y
—(_1 3
P(24) .

! Aqui y= 73, x=-1y por tanto:
| : . sen(120) = %2
% eje x

== e cos(120)=—3

e tan(120) = -v3

Cuando el dngulo formado es agudo, se tienen dos formas de calcular el valor de seno, coseno, tangente, etc, usando
razones trigonométricas y usando el circulo unitario, para que no se presenten ambigiiedades, estas dos definiciones
deben coincidir. En la siguiente gréfica se tienen un circulo unitario y dentro de él un tridngulo rectdngulo,

ejey

P=(x,y)

‘ eje x

La hipotenusa del tridngulo rectdngulo formado es igual a 1, el lado adyacente al dngulo 6 es el segmento que va

desde el origen hasta el punto x cuya medida es igual a x, luego cos(6) = % = x, por otro lado, el cateto opuesto al

angulo 6 es el segmento que va desde el origen hasta el punto y cuya medida es igual a y, luego sen(8) = Y y. Esto

concuerda con encontrar el seno y el coseno como un punto sobre el circulo unitario. Asi las dos maneras de definir
las funciones trigonométricas coinciden para dngulos agudos, aunque con el circulo unitario se puede encontrar el
valor de las funciones trigonométricas evaluadas en cualquier otro dngulo.

Cuadrantes

Cuando se trabaja con tridngulos rectdngulos las funciones trigonométricas siempre son positivas, pero al trabajar
con el circulo unitario el rango de valores para los &ngulos aumenta y aparece una gran diferencia, el seno o el coseno
de un dngulo puede ser un ntimero positivo o negativo, dependiendo del tamafio del dngulo. Para recordar cuando
el seno o el coseno de una angulo es positivo o negativo, es conveniente dividir el plano en cuatro partes, esto se hace
naturalmente usando los ejes x e y, estas regiones reciben el nombre de cuadrantes y se representan con nimeros
romanos I, II, Il y IV en sentido antihorario. Como el valor de seno se corresponde con la coordenada y del punto
de interseccién del lado terminal del dngulo con el circulo unitario, cuando los valores de y son positivos, el valor de
seno es positivo y cuando los valores de y son negativos, el valor de seno es negativo. De forma similar se relaciona
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la funcién coseno con con los valores de x. Depués de conocer los signos de las funciones seno y coseno se pueden
determinar los signos de la funcién tangente.

Cuadrante II

b4
con §<6<n

ejey

Cuadrante I

T
con 0<0<E

sen(0) + sen(@) +
cos(0) — cos(0) +
tan(0) — tan(0) +

Cuadrante III

3
con 1<l <—

Cuadrante IV

3n
con ?<H<2n

sen(f) — sen(f) —
cos(0) — cos(0) +
tan(9) + tan(9) —

ejex

3.1.2 Angulos de referencia

Los triangulos rectangulos son utiles para evaluar las funciones trigonométricas en dngulos agudos, esto es impor-
tante porque a partir de ellos se puede encontrar el valor de una funcién trigonométrica evaluada en cualquier otro

p ) . . T p . p
dngulo. Para esto se usan los dngulos de referencia, es decir, angulos entre 0 y —. Todo dngulo tiene un angulo de

referencia, para encontrarlo se parte del d&ngulo en posicién estandar, desde el punto donde el lado terminal del 4n-
gulo intersecta al circulo unitario se traza una altura hasta el eje x, esto forma un tridngulo rectdngulo y el &ngulo de
este tridngulo localizado en el origen es el dngulo de referencia buscado. Los dngulos de referencia son importantes
porque el valor de una funcién trigonométrica en un dngulo cualquiera es igual a la funcién evaluada en su dngulo
de referencia excepto quizés por el signo, el cual se puede inferir a partir del cuadrante en el que esté ubicado el
angulo.

Observacién:

El dngulo de referencia de un dngulo 6 en posicién estdndar cuyo lado terminal estd ubicado en el segundo cuadrante
esigual a m—6 (180° -6).

El angulo de referencia de un angulo 6 en posicién estdndar cuyo lado terminal estd ubicado en el tercer cuadrante
esiguala 6§ —m (6 —180°).

El d4ngulo de referencia de un angulo 6 en posicién estdndar cuyo lado terminal esta ubicado en el cuarto cuadrante
esigual a 27 -6 (360° - 0).

Ejemplo3.3

Encontrar el valor exacto para el seno, el coseno y tangente del dngulo 240°.
Como el dngulo 240° estd ubicado en el tercer cuadrante, para encontrar su d&ngulo de referencia se hace
240° -180° =60°
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ejey 240° tiene por dngulo de referencia a 60° y
como 240° esta en el cuadrante III, se sigue que
sen(240°) es negativo,

c0s(240°) es negativo y

tan(240°) es positivo.

e 5en(240°) = —sen(60°) = — 3.

gjeX o c0s(240°) = —cos(60°) = —1.

e tan(240°) = tan(60°) = v/3.

Ejemplo 3.4

Encontrar el valor de sen(1755°)

Solucién: Para resolver este ejercicio primero se busca el angulo de referencia asociado a 1755°, el primer paso
para hacer esto es restarle 360° hasta obtener un dngulo entre 0° y 360°.

1755°-360° = 1395°

1395°-360° = 1035°

1035°-360° = 675°
675°—360° = 315°

Ahora se tiene un dngulo coterminal con 1755° que estd en el cuadrante IV y por tanto el valor de seno en este
dngulo es negativo, para encontrar su dngulo de referencia se hace 360° —315° = 45°.

V2

Se concluye que sen(1755°) = sen(315°) = —sen(45°) = 5

3.2 Graficas de las funciones trigonométricas

Las funciones matematicas son reglas que a unos elementos de entrada les asignan unos tinicos elementos de salida.
Al conjunto de los elementos de entrada se le llama dominio de la funcién, mientras que al conjunto de los elementos
de salida se le llama rango de la funcién.

Todas las funciones matematicas se pueden representar graficamente en el plano cartesiano, ubicando el dominio en
el eje x y el rango en el eje y, y luego situando los puntos (x, f(x)) donde x es un elemento del dominio y f(x) es su
correspondiente elemento de salida bajo la funcién.

En el caso de las funciones trigonométricas los elementos del dominio son angulos y los elementos del rango son
numeros, las funciones seno y coseno pueden ser evaluadas en cualquier dngulo y es por eso que su dominio es el
conjunto de todos los dngulos, que mateméticamente se puede representar como (—oo,00), mientras que su rango es
el conjunto de todos los nimeros entre —1 y 1 que matemdticamente se puede representar como [-1,1].
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Para construir el grafico de una funcién hay que tener presente que ellas trabajan con parejas de ntimeros, el ntimero
de entrada y su correspondiente nimero de salida. Estas parejas de ntimeros se asocian con puntos en el plano al
ubicar el nimero de entrada en el eje x y el ntimero de salida en el eje y. Por ejemplo, sen(0) = 0 y asi un punto que
estd en la gréfica de la funcién es el punto (0,0). Si se evalua la funcién en un ntimero amplio de dngulos, empiezan
a surgir varias parejas de puntos que al graficarlos van formando una curva, la cual es la gréfica de la funcién seno.
Un proceso similar se efectua para encontrar la grafica de la funcién coseno.

14 1 4
0,5 | 0,5+
i 3;1 T s_n 3 7;1 T 7T 7T 2‘71 5 3;1 b4 4;1
2 2 2 2 2 2 2 2
-0,5 | -0,5 +
_]_ L _1 s

Por definicion, si p = (x, y) es un punto del circulo unitario, entonces sen(d) = y para algtin &ngulo 6, cuando el angulo
es cero, la coordena en y es cero y en /2 la coordenada en y es uno. Asi entre 0 y /2 la coordenada y aumenta desde
0 hasta 1; entre 7/2 y 7 la coordenada y decrece de 1 hasta 0; entre 7 y 37/2 continua decreciendo hasta llegara -1y
finalmente entre 37/2 y 27 crece hasta llegar a 0; cuando se analiza que pasa con la grafica de la funcién se ve que a
medida que el punto sigue dando vueltas en el circulo unitario, la grafica se sigue repitiendo.

Cuando se trabaja con la representacion grafica de las funciones trigonométricas siempre se va a trabajar con radianes.
Si se van a gréficar las funciones trigonométricas seria necesario evaluar la funcién en un amplio nimero de puntos
para hacerse a una idea de como es la curva, sin embargo este trabajo se puede evadir si se tiene en cuenta la siguiente
observacién: se sabe que si dos dngulos son coterminales entonces ellos tienen el mismo valor para las funciones
trigonométricas, por ejemplo sen(x + 27) = sen(x). En particular todas las funciones trigonométricas son repetitivas.
Para hacer la grafica de una funcién trigonométrica es necesario determinar como se ve en un intervalo que contenga
una revolucién completa, una vez se tiene esto, basta con repetir una y otra vez este tramo de la gréfica. Las funciones
que tienen esta propiedad son llamadas periodicas y la minima cantidad de tiempo que se necesita para realizar una
repeticion es llamada periodo. Las funciones seno y coseno tienen periodo 27 mientras que la funcién tangente tiene
periodo n. Las graficas de algunas funciones exhiben simetrias, hay dos tipos especiales de simetria que surgen
cuando se grafican las funciones trigonométricas. La primera es con respecto al eje y, se presenta cuando la grafica es
igual a ambos lados del eje y, a las funciones cuyas graficas son simétricas con respecto al eje y son llamadas funciones
pares y satisfacen f(x) = f(—x). Las funciones coseno y secante son funciones pares. El segundo tipo de simetria es
con respecto al origen, si al rotar la grafica 180° con respecto al origen, el resultado coincide con la gréfica inicial,
entonces la funcién es llamada impar y satisface — f(x) = f(—x). Las funciones seno, cosecante, tangente y cotangente
son impares.

Grafica de la funcion seno

(El siguiente andlisis es valido para todas las funciones trigonométricas).
Hay 4 manipulaciones bésicas que se le pueden aplicar a una grafica: moverla a la izquierda o la derecha, mover hacia
arriba y hacia abajo, estirar horizontalmente y estirar vericalmente. Esto se hace mediante la adicién de constantes en
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la funcién bésica g(x) = sen(x).

Si se tiene f(x) = asen(bx —c) +d, el valor a esta fuera del argumento de la funcién, es por eso que afecta la salida de
la funcién, esta constante cambia la amplitud (“la altura”) del grafico. La nueva amplitud es igual a |a].
Si el valor de a es negativo, entonces ademds de cambiar la amplitud también refleja a la gréfica con respecto al eje x.

Ejemplo3.5 Amplitud
En la funcién original sen(x) la amplitud es igual a 1 mientras que en la funcién 2sen(x)
la amplitud es igual a 2
— sen(x
1 1
i b4 3n 2;1 n n 3n 7
1l 2 2 Sl 2 2
2 -2
-3 -3

El valor d estd fuera del argumento de la funcién y por tanto su efecto se ve reflejado sobre el valor de y en el gréfico.
Esta constante desplazard verticalmente la curva hacia arriba o hacia abajo (esto dependiendo de si d es positivo o
negativo).

Ejemplo3.6 Desplazamiento vertical

La curva f(x) =sen(x) +2 se traslada 2 unidades por encima de la funcién original sen(x)

37 37

NS
S
w |
)
I
)
NS

El valor b hace parte del argumento de la funcién y asi su efecto se manifiesta sobre el valor de entrada de ésta, es
decir, sobre su dominio. Esta constante estira o contrae horizontalmente el grafico de la funcién y cambia el valor del
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periodo.

Ejemplo3.7 Periodo

La funcién f(x) = sen(2x) no tiene periodo igual a g(x) = sen(x), el periodo puede ser encontrado por medio
de la siguiente regla, si f(x) = sen(bx), entonces el periodo es 27/b (es decir, el periodo original dividido por
la constante b), asi que para la funcién f(x) = sen(2x) el periodo es 27/2 = 7, mientras que para la funcién
g(x) =sen(x) el periodo es 2n/1=2n

37 37
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El valor ¢ hace parte del argumento de la funcién y su efecto se manifieseta moviendo el grafico de la funciéon
horizontalmente hacia la izquierda o hacia la derecha, por ejemplo la funcién f(x) = sen(x —2) es igual a la grafica de
la funcién g(x) = sen(x) desplazada horizontalmente a la derecha 2 unidades. Esta constante no es independiente de
las otras, en particular, depende del valor de b.

Ejemplo3.8 Desplazamiento horizontal
La funcién f(x) = sen(x — ) es igual a la gréfica de la funcién f(x) = sen(x) desplazada horizontalmente a la
derecha 7 unidades.
3% 3%
24 21
14 14 /\
5 N_ s r e o
1t 2 2 -1/ 2 2
-2 -2
-3 -3

Para la funcién f(x) = asen(bx —¢) + d, el periodo viene dado por 27/b y un desplazamiento horizontal de c/b, para
entender este comportamiento es importante recordar que el periodo de la funcién seno corresponde a una revoluciéon
alrededor del circulo unitario. Asf un periodo comienza en 0 y termina en 2z. Para encontrar el periodo de la funciéon
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modificada hay que encontrar cudndo el argumento de la funcién es igual a 0 (este es el inicio del periodo) y cuando
es 27 (es el el fin del periodo). En particular tenemos lo siguiente:

. . c
Inicio bx—-c=0— x=—

2n ¢
Final bx-c=2n— x=—+—
b b
. . c . . . c
Note que el comienzo del periodo esta ahora en el valor o esto es porque el desplazamiento horizontal es igual a 3

La diferencia entre el comienzo y el final representa el periodo, es decir, la longitud que se necesita para realizar una

. . . L 27
repeticiéon completa, y asi el periodo sera >

Ejemplo3.9
Encontrar la amplitud, el desplazamiento vertical, el periodo y el desplazamiento horizontal para la funcién
T
f(x) =2sen (2x+ §) -3
Solucién: La amplitud es a =2.
El desplazamiento vertical es d = -3.
. 21
Para encontrar el periodo se toma el valor de b =2y se divide a 27 por b, de donde se obtiene que (?) =7.
4
Por tltimo para encontrar el desplazamiento horizontal se toma el valor de ¢ = —g yse divide por b =2, con
. -n/3 T
lo que se obtiene e,
2 6
3% 37
2 21
1 14
f 7 3ﬁ 27 z m 3}7 T
_1 2 2 -1 2 2
=2 =2
-3 -3
3% 3%
‘ —2sen(2x +3
2t 24
Ll 3 y4
1 2 2 1] 2 2
-2 1 -2
34 -3




3.3 Funciones trigonométricas inversas 23

1+ —25en(2x+%)—3

3.3 Funciones trigonométricas inversas

Cuando se trabaja con funciones trigonométricas el niimero de entrada es un dngulo, mientras que el nimero de
salida es un valor entre —1 y 1, algunas veces es necesario hacer lo opuesto, es decir, que el ntimero de entrada sea un
valor entre —1 y 1 mientras que el ntimero de salida sea un angulo.

Ejemplo3.10
Encontrar el dngulo 6 tal que sen(0) = ?

3
En la siguiente grafica se puede observar que la funcién seno devuelve el valor % cuando 6 =60°, 0 =120° y

6 = -300°

Esto es equivalente a decir que la funcién sen™! devuelve uno de los dangulos 6 = 60°, 6 = 120° 0 6 = -300°,

3
cuando es evaluada en £ La calculadora por defecto devuelve el &ngulo mds pequefio, en este caso devuelve
el &ngulo 6 = 60°, pero cualquiera de los otros dos dngulos serfa una respuesta valida.

Una funcién a todo elemento de entrada le tiene que asociar un tinico elemento de salida, es por esto que si se va
a crear una funcion trigonomeétrica inversa es neceseario encontrar una manera de que le asigne a todo ntimero de
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entrada un tinico dngulo de salida; la solucién es restrigir el dominio de la funcién a un intervalo en el que ésta le
asigne a un ntimero un tnico angulo.

Las funciones trigonométricas inversas se representan anteponiendo la expresion arc sobre la funcién, por ejemplo,
la inversa de seno se escribe como arcsen; la de coseno, se escribe como arccos, etc.

En la siguiente tabla se resume la informacién més relevante relacionada con las funciones inversas.

Funcién | inversa de | Dominio Rango
arcsen sen [-1,1] | [-=®/2,7/2]
arccos cos [-1,1] [0, 7]
arctan tan (—00,00) | (—7m/2,7/2)

Existe otra forma de representar a las funciones trigonométricas inversas y es usando el exponente -1, es decir,
arsen(x) = sen”! (x). Hay que tener mucho cuidado con el uso de esta notacién ya que se prodria pensar que sen™! (x) =

= csc(x) lo cual no es correcto.
sen(x)

Por la naturaleza de las funciones inversas se tiene que si y estd en el rango de la funcién original, entonces se cumple
que sen(arcsen(y)) = y, cos(arccos(y)) = y, sen(arcsen(y)) = y.

Si se componen estas funciones en el orden inverso, entonces las siguientes relaciones se cumplen siempre que x esté
en el dominio restringido de las funciones. Esto es:

. T on
cuando x estd entre — — y —rads
27 2
arcsen(sen(x)) = x

cuando x estd entre —90° y 90°

cuando x estd entre 0 y w rads
arccos(cos(x)) = x
cuando x estd entre 0° y 180°

. T 7
cuando x estd entre — — y — rads
27 2
arctan(tan(x)) = x

cuando x estd entre —90° y 90°

Ejemplo3.11

Encuentre el dngulo 6 en el siguiente tridngulo:

O AN
1

Solucién: Como este es un tridngulo rectdngulo, se pueden usar las funciones trigonométricas vistas como
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razones trigonométricas. Como se conocen los catetos opuesto y adyacente con respecto a 6, la funcién trigo-
nométrica més adecuada para trabajar es tan(f) dado que esta funcién vista como una razén trigonométrica
relaciona los catetos que ya son conocidos, con lo cual se obtiene que:

3 3
tan(d) = — — 0 = arctan (—)
4 4
0 =~ 36,87° que es equivalente a decir que 0 = 0,6435rads

Ejemplo3.12
2
Encuentre todos los dngulos 0 entre 0° y 360° tales que: cos(0) = B

Solucién: Despejando el dngulo 0 se obtiene que:
2
6 =cos™! (g) ~ 48,1896851° 6 0,8411rads

Este procedimiento s6lo produce un dngulo. Todos los dngulos que son coterminales con 6 también son una
solucién, pero atin quedan faltando otras ya que en general existirdn dos dngulos con el mismo valor de
coseno (0 seno) en una revolucién. Como se esta trabajando con coseno, se puede encontrar el segundo dngulo
haciendo lo siguiente:

La funcién coseno es positiva en los cuadrantes I y IV, ya se tiene una solucién en el cuadrante I y falta la
solucién en el cuadrante IV, para encontrarla se hace 360° —48,1896851° = 311,8103149°




Identidades trigonométricas

Una ecuacién en la que aparecen funciones trigonométricas que se cumple para todos los valores angulares en los
cuales las funciones estan definidas, se llama una identidad trigonométrica.

4.1 Identidades trigonométricas

Teorema 4.1 Identidades basicas
Las siguientes expresiones trigonométricas son conocidas como identidades basicas

0 1 0 . senf 1

senf = ——; cosf=——; tanf= =—
csch secd cosf cotf

_cosf® 1

1 1
cscd=——; sec=——; cotf= =—
senf cosf senf cotd

Teorema 4.2 ldentidades Pitagoricas

Las siguientes expresiones son conocidas como identidades pitagoricas

sen®0 +cos?0 =1; 1+tan?0 =sec?0; 1+ cot?®d = csc?0

Teorema 4.3 ldentidades de suma y resta
Las siguientes expresiones son conocidas como identidades de suma y resta

sen(f + B) = senfcosf +senfcosh; sen(d — f) = senfcospf — senfcosd

cos(0 + B) = cosfcosf —senfsenf; cos(@ — PB) = cosfcosp +senfsenf

tanf —tanf

tanf +tanf
1 +tanftanf

1-tanftanf’ E(I=() =

tan (0 + ) =
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Teorema 4.4 ldentidades de angulo medio

Las siguientes expresiones son conocidas como identidades de angulo medio

/1—cosf
2

9) 1+ cosf
2 2

N D

sen (

COs (

1+ cos@ send - 1+ cosf

(9 ) 1-cosf 1-cosO senf
tan E =

Teorema 4.5 ldentidades de angulo doble

Las siguientes expresiones son conocidas como identidades de angulo doble

2tan6
1-tan26

c0s(20) = cos?0 — sen?0 = 1 — 2sen?0 = 2cos20 — 1

sen (260) = 2senfcosb; tan (20) =

Teorema 4.6 ldentidades de suma a producto

Las siguientes expresiones son conocidas como identidades de suma a producto

send +senf = ZSen(GZﬁ)COS(G;ﬁ)
cosf +cosf = 2cos #)cos (#)

cosf — cosf = —25en(9+ﬁ)sen(9‘ﬁ)

Teorema 4.7 ldentidades de producto a suma

Las siguientes expresiones son conocidas como identidades de producto a suma

senfsenff = % [cos(6 — ) —cos(6 + P)]
cosfcosff = % [cos (6 - B) +cos(6+ )]

senfcosp = % [sen(0 + B) +sen(0 — B)]
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4.2 Demostraciones

Para verificar si una ecuacién que involucra funciones trigonométricas es una identidad es conveniente tener presente
lo siguiente:

Procedimiento 4.1

1.) Conocer las ocho relaciones bésicas y reconocer lasa formas alternativas de cada una.

2.) Conocer los procedimientos de adicién y sustraccién, reduccién y transformacién de fracciones en fracciones
equivalentes.

3.) Conocer las técnicas de factorizacién y productos especiales.

4.) Usar solamente procedimientos de sustitucién y de simplificacién que permitan trabajar en un solo lado de
la ecuacién.

5.) Seleccionar el lado de la ecuacién que parezca mas complicado, e intentar transformarlo en el otro miembro
de la ecucién.

6.) Transformar independientemente, ambos lados de la ecuacién en la misma forma.

7.) Evitar sustituciones que introduzcan raices.

8.) Usar sustituciones para cambiar todas las funciones trigonométricas en expresiones que contengan tnica-
mente senos y cosenos, para luego simplificar.

9.) Multiplicar el numerador y el denominador de una fraccién por el conjugado de cualquiera de ellos.

10.) Simplificar la raiz cuadrada de una fraccién utilizando conjugados para transformarla en el cociente con

cuadrados perfectos.

Ejemplo4.1 Pasando todo a terminos de senos y cosenos

sec(x) _ 1
csc(x)  cot(x)

Verificar que

sec(x)

csc(x)
El segundo paso es llevar todo a terminos de senos y cosenos, para ello se usan las identidades bésicas

Solucién: El primer paso es tomar el lado mas complejo, en este caso

1
sec(x) = m, csc(x) = sen(o)

y se subtituyen en la expresion elegida

1
sec(x)  cos(x)
csc(x) 1

sen(x)
= sen(x) Se aplica una identidad bésica
cos(x)
= tan(x) Se aplica una identidad bésica
1

cot(x)

Ahora se aplica la ley de extremos y medios
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Ejemplo4.2 Pasando todo a terminos de senos y cosenos
Verificar la identidad cos(x)tan(x) = sen(x)
Solucidn: El primer paso es tomar el lado mds complejo, en este caso cos(x)tan(x)
El segundo paso es llevar todo a terminos de senos y cosenos, para ello se usa la identidad basica
sen(x)
tan(x) =
cos(x)
y se subtituye en la expresion elegida
cos(x)tan(x) = cos(x) sen(®) Ahora se simplifica
cos(x)
= sen(x)
Ejemplo4.3 Pasando todo a terminos de senos y cosenos
Verificar cott) _ cos(x)
csc(x)
2 : . . cot(x)
Solucién: El primer paso es tomar el lado mas complejo, en este caso P
El segundo paso es llevar todo a terminos de senos y cosenos, para ello se usan las identidades basicas
Cos(x)
cot(x) = ——; csc(x) =
sen(x) sen(x)
y se substituyen en la expresion elegida
cos(x)
SOl i) Ahora se aplica la ley de extremos y medios
csc(x) 1
sen(x)
sen(x)cos(x) . : aE
= ————— Aqui se simplifica
sen(x)
= cos(x)
Ejemplo4.4 Pasando todo a terminos de senos y cosenos

Verificar la siguiente identidad tan(@) + cot(6) = sec(6)csc(6)

Solucién: El primer paso es tomar es tomar el lado méas complejo, en este caso tan(8) + cot(6)
El segundo paso es llevar todo a terminos de senos y cosenos, para ello se usan las identidades bésicas

_sen(0) _ cos(6)
" cos(@)’ cot(6) = sen(6)

tan(0)

29
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y se substituyen en la expresién elegida

cos(0)
sen(6)

sen(0)
cos(0)

+

tan(0) + cot(8)
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Ahora se suman las fracciones

sen(f)sen() + cos(0)cos()

cos(f)sen(6)

cos(@)sen(H)
1

cos(0)sen(0)
1 1

cos(6) sen(B)

sec(f)csc(0)

Ejemplo4.5

Verificar sec(x)(1 — sen?(x)) = cos(x)

la cual se substituye en la expresién elegida

sec(x)(1 —sen?(x))
Ccos(x)

(cos?(x))

cos(x)
Ccos(x)

Ejemplo4.6 Usando factorizacién

Verificar sen?(x) — cos*(x) = 2sen?(x) — 1

El segundo paso es factorizar la expresion elegida

sen?(x) — cos* (x)
(sen2 (x)— cos? (x))
sen”(x) — (1 —sen®(x))
sen?(x) — 1 +sen?(x)

2sen? (x)-1

sen? () + cos?(0)

sec(x) =

(1-sen?(x))

Se aplica una identidad pitagorica

Se aplican identidades basicas

Pasando todo a terminos de senos y cosenos

Solucién: El primer paso es tomar el lado més complejo, en este caso sec(x)(1 —sen?(x))
El segundo paso es llevar todo a termonos de senos y cosenos, para ello se usa la identidad

cos(x)

Ahora se utiliza una identidad pitagorica

Ahora se simplifica

Solucién: El primer paso es tomar el lado més complejo, en este caso sen*(x) — cos*(x)

(sen2 (x)— cos? (x)) (sen2 (x) + cos® (x))

Se utiliz6 la identidad pitagorica sen?(x) +cos?(x) = 1

Se utiliz6 cos?(x) = 1 —sen?(x)



4.2 Demostraciones

Ejemplo4.7 Multiplicando por la conjugada
Verificar w —1=csc()
1-sen(0)
Solucién: El primer paso es tomar el lado mds complejo, en este caso % -1
cos(@)cot(0) | = cos(0)(cos(6)/sen(0)) | Se pasé todo a terminos de sen
1 _sen@) = —sen®) e pasoé todo a te os de senos y cosenos
B cos®(0) ~
~ sen(6)(1-sen(®))
cos?(6) 1+sen(6) e .
= \sen@a—sen@) ) \ T+ sent 9)) -1 Se multiplicé por la conjugada
cos®(0)(1 +sen(0)) .
= Sen@)(—se2@) 1 Se aplic6é un producto notable
cos?(0)(1 +sen(0)) - i . .
= en@)020) 1 Se aplic6 una identidad pitagorica
= L) 1 Se simplifico
sen(0)
3 1 . sen(f)
~ sen(d) sen(h)
1
= 1-1
sen(0) "
= csc(6) Se aplic6 una identidad fundamental
Ejemplo4.8 Multiplicando por la conjugada
Verificar _sent) = ¢sc(x) —cot(x)
1+cos(x)
sen(x)

Solucién: El primer paso es tomar el lado mas complejo, en este caso —————
1+ cos(x)

SEILY B - RGOS ) Se multiplicé por la conjugada del denominador
1+ cos(x) 1+ cos(x) 1—cos(x)
S cch 0l _2C 62) Se aplic6é un producto notable
1-cos“(x)
Sech 0l 2_ Eos ) Se aplic6 una identidad pitagorica
sen<(x)

- (-cos) Se simplific6

sen(x)

I cos(x)

sen(x) sen(x)
= csc(x) - cot(x) Se aplicaron identidades funciones fundamentales
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Ecuaciones trigonométricas

Una ecuacién trigonométrica es aquella en la que las incégnitas aparecen formando parte de los argumentos de
funciones trigonométricas, como las incégnitas son dngulos, si existe alguna solucién, entonces van a existir infinitas,
pero normalmente bastara con dar las soluciones comprendidas entre 0° y 360° (0 y 27).

Es importante resaltar que no existe un método general para resolver una ecuacién trigonométrica, aunque depen-
diendo de la forma de la ecuacién en ocasiones es posible aplicar alguno de los siguientes métodos:

Despeje directo

Existen ecuaciones trigonométricas que se resuelven simplemente despejando la funcién trigonométrica y luego apli-
cando la funcién inversa para despejar el argumento.

Procedimiento 5.1

Los pasos que se pueden seguir para resolver una ecuacién de este tipo son:
1.) Despejar la funcién trigonométrica

2.) Aplicar la funcién inversa a ambos lados de la ecuacién

3.) Despejar la variable

Ejemplos.1

Encuentre el valor de x que satisface la ecuacién trigonométrica
1 1
tan(3x) — - =—
2 2
Solucién: Primero se despeja la funcién trigonométrica.

tan(3x) = -+

=N
N | =

tan(3x) =
Ahora se aplica la funcién inversa a ambos lados de la ecuacion.

3x=tan"'(1)
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Como se estd evaluando la funcién tan~! en un ntimero positivo, tan~1(1) tiene dos soluciones entre 0 y 27, las
cuales se encuentran en el primer y tercer cuadrantes. Al evaluar tan™!(1) en la calculadora en modo radianes,

.m . . »
se obtiene 7 valor que permite calcular la primera solucién.

ejey
tan~1(1) = i
4
Primer cuadrante
T
3x = Z z
b4 & ejex
X =
4 %3
T
xX=—
12

Para encontrar el valor de tan™!(1) en el tercer cuadrante lo que se hace es sumarle 7 al valor de tan™!(1)
obetenido en el primer cuadrante, es decir, 7 + 7. La otra solucién se encuentra cuando tan'(1) =7 + 1, para

obtenerla se resuelve la ecuacién 3x =7 + n

eje y

Tercer ran
b4
3x==+x 7{\
4 .
eje x
X T
4

35— dm+7
T 571
57 4
xX=— =
12

tan~!(1) = Sn
4

51

. b4
Las soluciones son: —
12 ° 12

Ejemplos.2
Encuentre el valor de 6 que satisface la ecuacién trigonométrica

V3

1+30)=—
sen(1 +30) 2

Solucién: En este caso la funcién ya estd despejada. Ahora se aplica la funcién inversa a ambos lados de la
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ecuacion.
3
1+30 =sin™! (—)
2

Como se estd evaluando la funcién sen™! en un ntimero positivo, sen~!(v/3/2) tiene dos soluciones entre 0 y 2m,
las cuales se encuentran en el primer y segundo cuadrantes. Al evaluar sen™!(v/3/2) en la calculadora en modo

g g % . . ‘2
radianes, se obtiene —, valor que permite calcular la primera solucién.

ejey
sen~ | —|=—
2 3
Primer cuadrante
1+360 = il
3 T
- j
_Z_ 3
39_3 1 eje x
-3
39=""2°
3
T—3

Para encontrar el valor de sin”!(v/3/2) en el segundo cuadrante se toma el valor de 7 y se le resta el va-
1 . . . v o2
lor de sin (\/§/ 2) obetenido en el primer cuadrante, es decir, 7 - 5 La otra solucién se encuentra cuando

o= T 8z
sin™! (v3/2)=n— 5 7 1A obtenerla se resuelve la ecuacién 1+30 =7 — —.

ejey
[Vv3) _2n
sen' [ —|=—
Segundo cuadrante 2 3 U
T
1+36=7[—§ 27T
3n—n /4 3
1+30 = =
3 3 .
2 eje x
30 =1
3
2m-3
30 = ==
3
2n—3
0="=2
9

3 n-3 2m-3
Las soluciones entre 0 y 27 son: 5 y 9




5.1 Despeje directo

Ejemplo5.3
Encuentre el valor de x que satisface la ecuacién trigonométrica
2
Cos(2x) = g

ecuacion.

2x=cos ! (Q)
2

. . m : . L
radianes, se obtiene 7 valor que permite calcular la primera solucién.

Solucién: En este caso la funcién ya estd despejada. Ahora se aplica la funcién inversa a ambos lados de la

Como se estd evaluando la funcién cos™! en un niimero positivo, cos~1(v/2/2) tiene dos soluciones entre 0 y 27,
las cuales se encuentran en el primer y cuarto cuadrantes. Al evaluar cos™!(v/2/2) en la calculadora en modo

b 82 T
cos™! (V2/2) =2 - 4 para obtenerla se resuelve la ecuacién 2x =2m - T

eey

21

ejey
(V2| _
cos|—|=—
Pri i 2 4
7T
2x=—
4
T T
b= -
4%2 4 eje x
T
x=—
8

eje x

Cuarto cuadrante
b4
2x=2mw— —
8r—m1 /
2x=
4
2x_%l 7_7T\
Ve &
X =

N

35

Para encontrar el valor de cos™' (v2/2) en el cuarto cuadrante se toma el valor de 27 y se le resta el valor

g g g T i
de cos™!(v2/2) obetenido en el primer cuadrante, es decir, 27 — T La otra solucién se encuentra cuando
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" T In
Las soluciones entre 0 y 27 son: 3 y Y

Ejemplo5.4

ecuacion.

=
5%3

CAPITULO 5. ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Encuentre el valor de x que satisface la ecuacién trigonométrica

tan(5x) = —v/3

Solucién: En este caso la funcién ya estd despejada. Ahora se aplica la funcién inversa a ambos lados de la

5x=tan"! (—\/5)

Como se estd evaluando la funcién tan~! en un nimero negativo, tan~! (—v/3) tiene dos soluciones entre 0 y 2m;
se encuentran en el segundo y cuarto cuadrantes. Al evaluar tan™! (—v/3) en la calculadora en modo radianes,

. 2z . Z 7-[
se obtiene —3 como se estd trabajando con dngulos entre 0 y 27, se hace n — —

= —, el cual es un angulo
3 3

. 2 . . »
ubicado en el segundo cuadrante que cumple tan™! (-v/3) = =7 permite calcular la primera solucién.

ejey

27

&

eje x

Para encontrar el valor de tan™!(—v/3) en el cuarto cuadrante se toma el valor de 7 y se le suma el valor de
tan~!(—v/3) obetenido en el segundo cuadrante. La otra solucién se encuentra cuando tan Y (—v3) =7+ %”, para

.. T
obtenerla se resuelve la ecuacién 5x = 7 + 3

ejey

eje x




5.1 Despeje directo

. 2n T«
Las soluciones son: — y =
157 3

Ejemplo5s.5
Encuentre el valor de x que satisface la ecuacién trigonométrica
sen(—3x) L
—3x)=—=
2

Solucién: En este caso la funcién ya esta despejada. Ahora se aplica la funcién inversa a ambos lados de la
ecuacion.

1
—3x=sen! (——)
2

Como se estd evaluando la funcién sen™! en un nimero negativo, sen! (—3) tiene dos soluciones entre 0 y 27;
se encuentran en el tercer y cuarto cuadrantes. Al evaluar sen™! (~1) en la calculadora en modo radianes, se
obtiene —Z%, como se est4 trabajando con angulos entre 0 y 27, se hace 7 + % = %, el cual es un angulo ubicado

en el tercer cuadrante que cumple sen™! (-3) = 2 y permite calcular la primera solucion.

eey
Primer cuadrante

3 _771

= 6 n
e/ 6
63 N ejex
e/ A

1= —>— ~
18

Para encontrar el valor de sen™! (-1) en el cuarto cuadrante se toma el valor de 27 y se le suma el valor de

sen”!(-1) obetenido cuando se evalu6 en la calculadora, es decir, 27 + (—%). La otra solucion se encuentra
cuando sen™! (-1) =27 + (- %), para obtenerla se resuelve la ecuacién —3x =27 + (- %).

ejey

I ran
7
—3x—2ﬂ—(g)
117
—3x=— /\ eje x
6 \ ]
- 117 5
6*3 —
11n g .
=—— b1
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. i 11x
Las soluciones son: —— y ——
18 18

Ejemplo5s.6
Encuentre el valor de x que satisface la ecuacion trigonométrica
1+cos(x) = 5
2
Solucién: Primero se despeja la funcién trigonométrica.
cos(x) =1 >
2
cos(x) L
x)=-=
2
Ahora se aplica la funcién inversa a ambos lados de la ecuacion.
- cog™ ( 1 )
x=cos |-
2

Como se esté evaluando la funcion cos™ en un niimero negativo, cos™! (-3 ) tiene dos soluciones entre 0 y 27;

se encuentran en el segundo y tercer cuadrantes. Al evaluar cos™! (—3) en la calculadora en modo radianes, se

obtiene Z, valor que permite calcular la primera solucién.
ejey
21
Primer ran 3

27 \
xX=— )
3 ejex

Para encontrar el valor de cos™ (-3) en el tercer cuadrante se toma el valor de 27 y se le resta el valor

de cos™!(~3) obetenido en el segundo cuadrante, es decir, 27 — 2. La otra solucion se encuentra cuando

cos™! (—3) =27 — &, para obtenerla se resuelve la ecuacion x = 27 — 2.
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eey

szﬂ—%” /‘\
_67'[—27'[ ejex

. 2n  4n
Las soluciones son: = y =

5.2 Ecuaciones de la forma msenx=ncosx

Otro tipo de ecuaciones trigonométricas son aquellas que tienen la forma msenx = ncosx, donde m y n son ndmeros
conocidos. Para resolver ecuaciones de este tipo, es suficiente con hacer:

senfl n
cos m
Esta tltima expresion es equivalente a:
n
tan(0) = —
m

la cual se resuelve aplicando el método de despeje directo.

Procedimiento 5.2

1.) Se despeja la ecuacién para alguna de las dos funciones trigonométricas.

2.) Se pasa a dividir la fucién coseno y el nimero que acompaiie a la funcién seno.
3.) Se reescribe la ecuacién en terminos de la funcion tangente.

4.) Se utiliza el método de despeje directo para resolver la ecuacién.

Ejemplo5s.7

Encuentre el valor de a que satisface la ecuacion trigonométrica
5sen(a) = 3cos(a)

Solucién: Primero se pasan a dividir cosa y 5.

sen(a) 3
cos(a@) 5
3
5

tan(a) =
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Ahora se aplica la funcién inversa a ambos lados de la ecuacion.

3
a=tan! (—)
5

1

Como se estd evaluando la funcion tan™! en un ntimero positivo, tan™! () tiene dos soluciones entre 0° y
3

360°; se encuentran en el primer y tercer cuadrantes. Al evaluar tan™! (2) en la calculadora en modo deg, se
obtiene 30,96°, que es la primera solucién. Para encontrar la segunda solucién se suma 180° con 30,96°, es decir,

180° +30,96°.

Primer cuadrante Tercer cuadrante
a =30,96° a =180° +30,96°
a =210,96°

Las soluciones son: 30,96° y 210,96°

Ejemplo5.8
Encuentre el valor de x que satisface la ecuacion trigonométrica
v/3sen(2x) +cos(2x) =0

Solucién: Primero se pasa para el lado derecho de la igualdad el termino cos(2x).

\/§sen(2x) = —Co0s(2x)

Ahora se pasan a dividir cos(2x) y v/3.

sen(2x) _ _L

cos(2x) /3
1

tan(2x) = ——

(2x) Ve

Se continua aplicando la funcién inversa a ambos lados de la ecuacion.

2x=tan"! (—%)

L
vl
y 360°; se encuentran en el segundo y cuarto cuadrantes. Al evaluar tan™! (—\/Lg) en la calculadora en modo

deg, se obtiene —30°, como se esta trabajando con angulos entre 0° y 360°, se hace 180° —30° = 150°, el cual

z . . -1 1 _ o .
es una dngulo ubicado en el segundo cuadrante que cumple: tan (—75) = 150°, valor que permite encotrar

Como se estd evaluando la funcién tan™! en un ntiimero negativo, tan! (— ) tiene dos soluciones entre 0°

w

la primera solucién. Para encontrar el valor de tan™! (—%) en el cuarto cuadrante se toma el valor de 180° y
L

se le suma el valor de tan™! (— \/g) obtenido en el segundo cuadrante. La otra solucién se encuentra cuando

tan~! (—%3) = 180° + 150°
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Primer cuadrante Segundo cuadrante
2x =150° 2x=180° +150°
150° .
xX= 5 2x =330
. 330°
x=70 X =
2
x=165°

Las soluciones son: 70° y 165°

5.3 Férmula general para las ecuaciones de segundo grado para resolver ecuaciones trigonométricas

Algunas ecuaciones trigonométricas pueden resolverse facilmente cuando es posible pasar todas las funciones tri-
gonométricas que aparezcan a terminos de una sola funcién trigonométrica. En caso de que resulte una ecuacién
de segundo grado, se utiliza la férmula general para las ecuaciones de segundo grado, teniendo en cuenta que la
incognita es una funcién trigonomeétrica.

Procedimiento 5.3

1.) Se utiliza una de las identidades pitagoricas para dejar la ecuacién en terminos de una sola funcién trigono-
métrica.

2.) Se hace el cambio de variable u igual a la funcién trigonométrica que aparezca en la ecuacién (Esto con el fin
de facilitar el dnalisis).

3.) Si la ecuacién adquiere la forma au? +bu +c = 0 se aplica la férmula general para las ecuaciones de segundo

grado.
4.) Se cambia u por la funcién trigonométrica en la que estaba escrita la funcion antes del cambio de variable.

5.) Se resuelven las ecuaciones obtenidas aplicando el método de deseje directo.

Ejemplo5.9
Encuentre el valor de 8 que satisface la ecuacién trigonométrica
8sen?(9) +2sen(f) —1=0
Solucién: Primero se hace el cambio de variable u =sen(f) y se substituye en la ecuacién original:
8u®+2u—-1=0

Claramente la ecuacién anterior es cuadrética (tiene la forma au® + bu+c = 0) y por tanto se puede aplicar la
férmula general para resolverla. Para este ejercicio en particular se tiene que:

Coeficiente Valor
a 8
2

C -1
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Luego de reemplazar estos valores en la férmula general se obtiene:

—2+/22-4%8x(-1)

u=
2%8
—-2+vV4+32
u=———
16
-2+ v36
u=———
16
-2+6
u=
16
-2+6 -2-6
u= y u= ——
16 16
4 -8
== u=—
16 y 16
1 -1
u=-— u=—
4 y 2

Ahora se substituye u por sen(6)

1 -1
sen(0) = i y sen(0) = Bl

Cada una de estas ecuaciones trigonométricas se puede resolver por despeje directo, lo cual se deja como
ejercicio.

Ejemplos.10
Encuentre el valor de 6 que satisface la ecuacién trigonométrica
3sen?(9) +10cos(0) —10=0

Solucién: Esta ecuacion se puede trasnformar en una ecuacién cuadratica usando la identidad pitagorica
sen?(0)+cos?(0) = 1 y despejando sen? (9) para obtener sen?(6) = 1—cos?(6). Si se reemplaza sen?(0) por 1-cos?(6)
en la ecuacioén inicial resulta:

3(1 —cos?(0)) + 10cos(@) —10=0
3—3cos?(0) +10cos(@) —10=0
—3c0s?(0) + 10cos(@) —7=0

Ahora se hace el cambio de variable u = cos(0) y se substituye en la ecuacién original:
-3u®+10u-7=0

Claramente la ecuacién anterior es cuadrética (tiene la forma au? +bu +c = 0) y por tanto se puede aplicar la
férmula general para resolverla. Para este ejercicio en particular se tiene que:
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Coeficiente Valor
a -3
b 10
C -7

Luego de reemplazar estos valores en la férmula general se obtiene:

e —10+ /102 —4 % (—=3) % (-7)

2% (—=3)
_ —10+v100-84
a -6
-10+v16
u=———
-6
_ -10+4
-6
-10+4 -10-4
u= y u=
-6 -6
-6 -14
u=— u=——
-6 y -6

Ahora se substituye u por cos()

cos(@) =1 y cos(0) =2,33

La ecuacién cos(8) = 1 tiene solamente una solucién entre 0 y 27 (en general cos(f) = +1 y sen(f) = £1 s6lo
tienen una solucién entre 0 y 27). Por otro lado la ecuacién cos(f) = 2,33 no tiene solucién dado que tanto
cos(0) como sen(d) sélo toman valores entre —1 y 1 para cualquier dngulo 6.

La ecuacién cos(6) = 1 se puede resolver por despeje directo:

cos(@) =1
0=cos (1)
0=0

La solucién de la ecuacién 3sen?(0) + 10cos(@) —10=0es 8 =0

43
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Existe otro tipo de ecuacién trigonométrica que se puede transformar en una ecuacién cuadrética, aquellas que tienen
la forma msenx +ncosx = k con m, n y k nimeros reales conocidos.

Procedimiento 5.4

1.) Se despeja una de las funciones trigonométricas (puede ser cualquiera).

2.) Se eleva al cuadrado ambos lados de la ecuacion.

3.) Se usa una identidad pitagorica para dejar la ecuacién en terminos de una sola funcién trigonométrica.

4.) Se hace el cambio de variable u igual a la funcién trigonométrica que aparezca en la ecuacién (Esto con el fin
de facilitar el dnalisis).

5.) Se aplica la férmula general para las ecuaciones de segundo grado.

6.) Se cambia u por la funcién trigonométrica en la que estaba escrita la funcién antes del cambio de variable.
7.) Se resuelven las ecuaciones obtenidas aplicando el método de deseje directo.

8.) PRECAUCION: Cuando una ecuacién se eleva al cuadrado se agrega una solucién que no pertence a la
original; cuando se eleva al cubo se agregan dos soluciones, y asi sucesivamente. En estos casos se deben
reemplazar todas las aparentes soluciones obtenidas para descartar las que no lo son.

Ejemplo5.11

Encuentre el valor de 0 que satisface la ecuacion trigonométrica
11sen(0) —3cos(0) = 2

Solucién: Primero se despeja una de las funciones trigonometricas

11sen(8) = 2 + 3cos(6)
Ahora se eleva al cuadrado ambos lados de la ecuaciéon

(11sen(8))? = (2 + 3cos(6))?
121sen?(0) = 4 + 12cos(0) + 9cos? ()

Usando la identidad sen?(0)+cos?(0) = 1 y despejando se llega a sen? () = 1-cos?(0), expresion que se substituye
en la ecuacién anterior

121(1 — cos?(0)) = 4 + 12cos(8) + 9cos?(0)
121 — 121cos?(0) = 4 + 12cos(6) + 9cos? (6)
0 =4+ 12c0s(6) + 9cos?(0) — 121 + 121cos?(0)
0 =130cos?(0) + 12cos(6) — 117
130cos?(0) +12cos(0) —117 =0

Ahora se hace el cambio de variable u = cos(0) y se substituye en la ecuacién original:
130u® +12u—-117=0

Claramente la ecuacién anterior es cuadrética (tiene la forma au® + bu+c = 0) y por tanto se puede aplicar la
férmula general para resolverla. Para este ejercicio en particular se tiene que:

Coeficiente Valor
a 130
b 12
C -117

Luego de reemplazar estos valores en la férmula general se obtiene:
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—12++/122 -4 %130 % (—117)

2%130
ue —12 + V144 + 60840
B 260
0 —-12 + /60984
B 260
0 —12 +246,9493875
B 260
—12 +246,9493875 —12—246,9493875
u= y u=
260 260
234,9493875 —258,9493875
u=—— y u=——=-
260 260

u=0,9036514904 y u=-0,9959591827

Ahora se substituye u por cos(6)

cos(0) =0,9036514904 y cos(0) = —0,9959591827

Cada una de estas ecuaciones trigonomeétricas se puede resolver por despeje directo.

Soluciones para cos(0) = 0,9036514904
Se tiene que:

0 = cos™1(0,9036514904)

Como se estd evaluando la funcién cos™ en un nimero positivo, cos™(0,9036514904) tiene dos soluciones

entre 0 y 360°, las cuales se encuentran en el primer y cuarto cuadrantes. Al evaluar cos™!(0,9036514904) en la
calculadora en modo deg, se obtiene 25,35773051°. Angulo ubicado en el primer cuadrante.

Para encontrar la solucién ubicada en el cuarto cuadrante se hace 360° —25,35773051° = 334,6422695°

Las soluciones para cos(#) = 0,9036514904 son 25,35773051° y 334,6422695°

Soluciones para cos(8) = —0,9959591827
Se tiene que:

0 = cos™1(-0,9959591827)

Como se estd evaluando la funcién cos™! en un nimero negativo, cos™!(-0,9959591827) tiene dos soluciones
entre 0 y 360°, las cuales se encuentran en el segundo y tercer cuadrantes. Al evaluar cos™!(-0,9959591827) en
la calculadora en modo deg, se obtiene 174,847493°; dngulo ubicado en el segundo cuadrante.

Para encontrar la solucién ubicada en el cuarto cuadrante se hace 360° — 174,847493° = 185,152507°

Las soluciones para cos(0) = —0,9959591827 son 174,847493° y 185,152507°

Para terminar se debe revisar entre 25,35773051°, 334,6422695°, 174,847493° y 185,152507° cuales son soluciones
de la ecuacién 11sen(f) —3cos(0) = 2

45
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Valor Verificacién Es solucién

25,35773051° 11sen(25,35773051°) — 3cos(25,35773051°) =2 si

334,6422695° 11sen(334,6422695°) —3cos(334,6422695°) = —7,422 no
174,847493° 11sen(174,847493°) —3cos(174,847493°) = 3,976 no
185,152507° 11sen(185,152507°) — 3c0s(185,152507°) = 2 si

Las soluciones de la ecuacién 11sen(f) —3cos(0) = 2 son 25,35773051° y 185,152507°

5.4 Usando factorizacion

En los casos en los que la ecuacién trigonométrica se deje factorizar, quedando igualada a cero, se puede igualar cada
factor a cero y resolver las ecuaciones resultantes usando alguna de las técnicas ya expuestas.

Procedimiento 5.5

1.) Factorizar la ecuacién.

2.) Igualar cada factor a cero.

3.) Resolver cada una de las ecuaciones resultantes usando uno de los métodos ya conocidos.

Ejemplo5.12
Resolver la ecuacién trigonométrica

8sen(0)cos(20) —5sen(0) = 0
Solucién: El primer paso es factorizar la ecuacién trigonométrica

8sen(0)cos(20) —5sen(f) =0
sen(6)(8cos(20) —5) =0

Ahora se iguala cada factor a cero
sen(f)=0 ¢ 8cos(20)-5=0

Finalmente cada una de las ecuaciones resultantes se resuelve usando uno de los métodos ya conocidos, en
este caso, se usa el método de despeje directo, lo cual se deja como ejercicio.

Ejemplo5.13
Resolver la ecuacién trigonométrica

3sen(x)tan(x) + 3sen(x) —tan(x)—1=0
Solucioén: El primer paso es factorizar la ecuacién trigonométrica

3sen(x)tan(x) + 3sen(x) —tan(x)—1=0
3sen(x)(tan(x) +1) —1(tan(x)+1) =0
Bsen(x) —1)(tan(x)+1)=0

Ahora se iguala cada factor a cero
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3sen(x)—1=0 6 tan(x)+1=0

Finalmente cada una de las ecuaciones resultantes se puede resolver usando uno de los métodos ya conocidos,
en este caso,se usa el método de despeje directo, lo cual se deja como ejercicio.

Ejemplo5.14
Resolver la ecuacién trigonométrica

6sen? (x) + 7sen(x)cos(x) — 3cos?(x) = 0
Solucién: El primer paso es factorizar la ecuacion trigonométrica

6sen? (x) + 7sen(x)cos(x) —3cos?(x) = 0
(2sen(x) +3cos(x)) (3sen(x) —cos(x)) =0

Después se iguala cada factor a cero
2sen(x) +3cos(x) =0 6 3sen(x)-cos(x)=0

Finalmente cada una de las ecuaciones resultantes se puede resolver usando uno de los métodos ya conocidos,
en este caso, se usa el método expuesto para las ecuaciones del tipo msenx=ncosx. Esto se deja como ejercicio.

En ocasiones es necesario aplicar alguna identidad trigonométrica sobre algtin termino de la ecuacién con el fin de
obtener una expresién equivalente que se pueda factorizar, en la mayoria de las ocasiones las identidades que se
deben tener presentes son las de 4gulo doble y d&ngulo medio.

Ejemplo5.15
Resolver la ecuacién trigonométrica
sen(2x) +cos(x) =0

Solucién: En esta ocasion no hay forma de factorizar la ecuacién, pero si se puede aplicar la identidad de
dngulo doble sen(2x) = 2sen(x)cos(x) para obtener

2sen(x)cos(x) +cos(x) =0
Ahora se factoriza la ecuacién resultante

2sen(x)cos(x) +cos(x) =0
cos(x)(2sen(x)+1)=0

Para continuar cada factor se iguala a cero
cos(x)=0 6 2sen(x)+1=0

Finalmente cada una de las ecuaciones resultantes se resuelven por uno de los métodos ya analizados, en este
caso, se usa el método de despeje directo, que se deja como ejercicio.
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Ejemplo5.16
Resolver la ecuacién trigonométrica
sen(4x) —sen(2x) =0

Solucién: Aqui no es posible factorizar la ecuacién, pero si se puede aplicar la identidad de dangulo doble
sen(2x) = 2sen(x)cos(x) que para el termino sen(4x) toma la forma sen(4x) = sen(2(2x)) = 2sen(2x)cos(2x) para
obtener

2sen(2x)cos(2x) —sen(2x) =0
Ahora se factoriza
(sen(2x))(2cos(2x) —1) =0
Se continua igualando cada factor a cero
sen(2x)=0 &6 2cos(2x)—1=0

Finalmente cada una de estas ecuaciones se resuelve por uno de los métodos ya mencionados, en este caso, se
usa el método de despeje directo.

Ejemplo5.17
Resolver la ecuacién trigonométrica
cos(2x) — sen(x) = sen?(x)

Solucién: Para comenzar se puede aplicar la identidad trigonométrica de dngulo doble
cos(2x) = cos?(x) — sen?(x) para obtener

cos(2x) —sen(x) = sen?(x)
cos?(x) —sen?(x) —sen(x) = sen?(x)
cos?(x) —sen?(x) —sen(x) —sen®(x) =0
cos?(x) — 2sen?(x) —sen(x) =0

Esta ecuacién se puede resolver usando la férmula general para las ecuaciones de segundo grado, para ello se
de aplicar la identidad pitagorica sen?(x) +cos?(x) = 1 que al despejar cos? (x) toma la forma cos?(x) = 1 —sen?(x)

cos?(x) —2sen?(x) —sen(x) =0
1 —sen?(x) — 2sen?(x) —sen(x) = 0
1-3sen?(x) —sen(x) =0
—3sen?(x) —sen(x) +1=0

Esta tiltima ecuacién se puede resolver usando la férmula general para las ecuaciones de segundo grado, lo
cual se deja como ejercicio.




6.1

Resolucion de tridangulos

Resolucion de triangulos rectangulos

Resolver un tridngulo significa encontrar el valor de cada uno de sus lados y angulos, las razones trigonométricas
son de gran utilidad para lograr tal cometido. Cuando se va a resolver un tridngulo rectdngulo se puden presentar
los siguientes casos:

Caso I: Dados dos catetos, hallar la hipotenusa y los dos dngulos agudos.

Caso II: Dados la hipotenusa y un cateto, hallar el otro cateto y los angulos agudos.

Caso III: Dados un cateto y un dngulo agudo, hallar la hipotenusa , el otro cateto y el otro dngulo.
Caso IV: Dados la hipotenusa y un angulo, hallar los catetos y el otro angulo.

Ejemploé.1 Casoll

Encontrar el valor de h,a y 0 en el siguiente tridngulo:

DN

4 h

b AN
3
Solucién: El primer paso es decidir cual de los dngulos se va a hallar (puede ser a o 0). En este caso se va a
encontar el valor de a.
El segundo paso es identificar el cateto opuesto y el cateto adyacente para a.

Cateto adyacente 4
Cateto opuesto 3

El tercer paso es reemplazar los valores de los catetos en la razén correspondiende a tan(a).

cateto opuesto 3
tan(a) = ==
cateto adyacente 4

El cuarto paso es despejar a para lo cual se aplica la funcién tangente inversa a ambos lados de la ecuacién y
se obtiene:
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(3]
a=tan" " |-
4

a ~ 36,87°

En la calculadora:
Para hacer esta operacion en la calculadora se presionan las teclas shift, tan, (, 3, +, 4,)

El quinto paso es encontrar el valor del otro dngulo usando el hecho de que en todo tridngulo la suma de los
dngulos internos es igual a 180°.

90° +36,87° + 6 = 180°
6 ~53,13°

El sexto paso es encontrar el valor de la hipotenusa, para ello se puede usar el teorema de Pitagoras, asi

h? = 4% + 3
h=v25
h=5

Los valores pedidos son: h =5, a = 36,87° y 8 = 53,13°

Ejemploeé.2 Caso ll

Encontrar el valor de x, @ y 6 en el tridngulo:

B
120 \13

o AN
X
Solucién: El primer paso es encontrar el valor del angulo que es opuesto al cateto conocido, en este caso es 6.

El segundo paso es identificar el valor del cateto opuesto y la hipotenusa para 6.

Hipotenusa 13
Cateto opuesto 12

El tercer paso es buscar una razén trigonométrica que relacione al cateto opuesto con la hipotenusa, por
ejemplo sen(6).

cateto opuesto 12

SHE)= hipotenusa T 13

El cuarto paso es despejar 6 para lo cual se aplica seno inverso a ambos lados de la ecuacién y se obtiene:




6.1 Resolucién de tridngulos rectdngulos

En la calculadora
Para realizar esta operacién en la calculadora se presionan las teclas shift, sen, (, 12, +,13,)

El quinto paso es encontrar el valor del otro d&ngulo usando el hecho de que en un tridngulo la suma de los
dngulos internos es igual a 180°.

90° +67,38° + a = 180°
a =22,62°

El sexto paso es encontrar el valor del cateto adyacente, para ello se puede usar el teorema de Pitagoras.
132 =122 + x?
x? =13%-122
x* =169 - 144
x*=25
x=v25

x=5

Los valores pedidos son: x =5, 6 = 67,38° y a = 22,62°

Ejemplo6.3 Caso llI

Encontrar el valor de y,h y a en el tridngulo:

Solucidn: El primer paso es encontrar el valor de @, como la suma de los dngulos en un tridngulo es igual a
180° se sique que:
90° +30° + a = 180°
a=180°—-120°
a=60°

El segundo paso es identificar el valor del cateto opuesto y el cateto adyacente para 30°.

Cateto opuesto  y
Cateto adyacente 1

El tercer paso es buscar una razén trigonométrica que relacione al cateto opuesto con el cateto adyacente, por
ejemplo tan(30°).

o cateto opuesto  y
tan(30°) = ===y
cateto adyacente 1

El cuarto paso es evaluar tan(30°)

1
=tan(30°) = —
Y V3

51
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T

En la calculadora

Para realizar esta operacién en la calculadora se presionan las teclas tan, (, 30, )

El quinto paso es encontrar el valor de la hipotenusa, para ello se usa el teorema de Pitagoras

1 2
hr=1%2+ —)
13
h?=1+=
3
n=t
3
4
h=4/-
23
h=—
V3
. 1 2
Los valores pedidos son:y:—?),h:—3 y @ =60°

Ejemplo 6.4 Caso IV

Encontrar el valor de y,x y « en el triangulo:

D
a

y 7
L 61,930

X

Solucién: El primer paso es encontrar el valor de a, como la suma de los dngulos internos en un tridngulo es
igual a 180° se sique que:

90°+61,93° + a = 180°
a =180°-151,93°
a =28,07°

El segundo paso es identificar el valor del cateto opuesto y la hipotenusa para 61,93°.

Cateto opuesto  y

Hipotenusa 17

El tercer paso es buscar una razén trigonométrica que relacione al cateto opuesto con la hipotenusa, por
ejemplo sen(61,93°).

cateto opuesto y
sen(61,93°) = ——— ==
hipotenusa 17

El cuarto paso es encontrar el valor de y
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y=17x sen(61,93°) =17 x 0,882373 = 15
y=15

En la calculadora
Para realizar esta operacién en la calculadora se presionan las teclas sen, (, 61.93,)

El quinto paso es encontrar el valor del cateto adyacente, para ello se usa el teorema de Pitagoras

172 = 15% + x2
289 = 225 + x?
289 — 225 = x?
X2 =64
x =64

x=8

Los valores pedidos son: y=15, x=8 y @ =61,93°

6.2 Leyes del seno y del coseno

Cuando se debe resolver un tridngulo que no es rectdngulo, es decir, un tridngulo oblicuo, es necesario usar la ley
del seno, la ley del coseno o ambas. Cualquier tridangulo oblicuo, puede ser resuelto si al menos uno de sus lados y
cualquier otro par de medidas de él son conocidas. Los casos posibles son los siguientes:

1. Angulo-Angulo-Lado (AAL)
Cuando se conocen dos dngulos del tridngulo
y un lado opuesto a uno de ellos.

AAL

2. Angulo-Lado-Angulo (ALA)
Cuando se conocen dos dngulos del tridngulo 20°
y el lado adyacente a ellos. ALA
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70 37°
3. Lado-Lado-Angulo (LLA)
Cuando se conocen dos lados del tridngulo 20°
ALA

y una dngulo opuesto a uno de ellos.

Observacién: Este caso es conocido como
el caso ambiguo, dado que se tienen las siguientes
posibilidades:

a. Una solucién (Un tridngulo).
b. Dos soluciones (Dos triangulo).

c. Ninguna solucién.

4. Lado-Angulo-Lado (LAL)
Cuando se conocen dos lados del triangulo
y el dngulo entre ellos.

LAL
30
30° 70
50
5. Lado-Lado-Lado (LLL) M
LLL

Cuando se conocen los tres lados del tridngulo.

6.2.1 Ley del seno

Teorema 6.1 Ley del seno

En un tridngulo AABC,

a b c

sena senf seny

Es decir, los lados son proporcionales al seno

del angulo opuesto.
a
40, c
60° 50°
a

Solucién: En este caso, para resolver el tridngulo se usa la ley del seno. Lo primero que se hace es revisar cudles

Ejemploé.5 Caso AAL

Resolver el siguiente tridngulo
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son los datos conocidos y cudles los desconocidos.

Variable Valor
Desconocido
40
Desconocido
Desconocido
50°
60°
Para encontrar el valor de a se usa el hecho de que la suma de los dngulos internos de un tridngulo es igual a
180°, asi

) ™R N T

a+p+y = 180°
a+50°+60° = 180°
a+110° = 180°
= 180°-110°
= 70°

Ahora se aplica la ley del seno para encontrar el valor de c.

b 3 c
senf  seny
40 _ c
sen(50°)  sen(60°)
40-sen(60°) _ .
sen(50°)

4522 = ¢

c = 4522

Para encontrar el valor de a se aplica una vez mas la ley del seno.

b B a
senf  sena
40 _ c
sen(50°)  sen(70°)
40-sen(70°) 3

sen(50°) -4
49,07 = a

a =~ 49,07

Se concluye que a = 49,07; ¢=45,22; a=70°
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Ejemploé.6 Caso ALA

Resolver el siguiente tridangulo

70 37°

20°

a

Solucién: En este caso, para resolver el tridngulo se usa la ley del seno. Lo primero que se hace es revisar cuales
son los datos conocidos y cudles los desconocidos.

Variable Valor
a Desconocido
b 70
c Desconocido
a 37°
B Desconocido
Y 20°
Para encontrar el valor de § se usa el hecho de que la suma de los angulos internos de un tridngulo es igual a
180°, asi
a+pf+y = 180°
37°+p+20° = 180°
p+57° = 180°
g = 180°-57°
g = 123°

Ahora se aplica la ley del seno para encontrar el valor de c.

b B c
senf  seny
70 _ c
sen(123°) ~ sen(20°)
70-sen(20°)

sen(123%) ¢
2855 = ¢

c = 28,55

Para encontrar el valor de a se aplica una vez mas la ley del seno.

b B a
senf  sena
70 _ a
sen(123°)  sen(37°)
70-sen(37°)

sen(123) ¢
50,23 = a

a = 50,23

Se concluye que a = 50,23; ¢ = 28,55; f=123°
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Ejemploé.7 Caso LLA - Con una solucién

Encuentre el valor del d&ngulo y para que pueda existir un tridngulo con a=5, c=3 y a = 30°

Solucién: En este caso, para encontrar el valor de y se usa la ley del seno. Lo primero que se hace es revisar
cudles son los datos conocidos y cudles los desconocidos.

Como la funcién seno es positiva en el cuadrante II,

igual a 180°.

y=17,46°.

Variable Valor
a 5
b Desconocido
c 3
a 30°
B Desconocido
Y Desconocido
Para encontrar el valor de y se hace
a B c
sena  seny
5 3
sen(30°) @
5seny = 3sen(30°)
3sen(30°)
seny = ———
5
3-3
seny = —*
2
seny = ¢
_ 3
seny = oo
_ 13
Y = sen (E)
Y = 17,46°

3
alli hay otro dngulo en el que sen™! (E) =7, para encon-

trarlo se hace 180° —17,41° = 162,59°, pero para y = 162,59° la figura obtenida no seria un tridngulo dado que
162,59° +30° = 192,59° y esto contradice el hecho de que la suma de los dngulos internos de un tridngulo es

Por lo tanto se concluye que sélo existe una solucién para el dngulo y que genere un tridngulo, la cual es

57
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Ejemploé.8 Caso LLA - Con dos soluciones

Determine los posibles valores del dngulo y que puedan definir un trianglo con b=8, c=10y = 45°

Solucién: En este caso, para encontrar el valor de y se usa la ley del seno. Lo primero que se hace es revisar
cudles son los datos conocidos y cudles los desconocidos.

Variable Valor
a Desconocido
b 8
C 10
a Desconocido
i 45°
Y Desconocido
Para encontrar el valor de y se hace
b 5 c
senf  seny
8 10
sen(45°) seny
8seny = 10sen(45°)
10sen(45°)
seny = —M—
8
10- ¥2
seny = 5
. 5V2
seny = ——
_ -1[5v2
Y = sen (T)
y = 62,11°

5v2
Como la funcién seno es positiva en el cuadrante II, alli hay otro dngulo en el que sen™! —) =y, para

encontrarlo se hace 180° —62,11° = 117,89°. Los posibles valores para y son 62,11°, 117,89° y ambos generan

tridngulos distintos dado que 45° +62,11° < 180° y 45° +117,89° < 180°

Por lo tanto se concluye que existen dos soluciones para el angulo y donde cada una genera un tridngulo, las
cuales son y =62,11° y y =117,89°.
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Ejemploé.9 Caso LLA - Sin solucién

Determine si es posible encontrar un angulo f§ tal que el tridnglo con b=5, c=3 y y = 50° exista.

Solucién: En este caso, para encontrar el valor de § se usa la ley del seno. Lo primero que se hace es revisar
cudles son los datos conocidos y cudles los desconocidos.

Variable Valor
a Desconocido
b 5
C 3
a Desconocido
B Desconocido
Y 50°
Para encontrar el valor de y se hace
c : b
seny  senf
3 5
sen(50°)  senf
3senf = 5sen(50°)
5sen(50°)
senff = ———
3
senf = 1,2767

Como la funcién seno solo toma valores entre -1 y 1 se sigue que no existe ningun dngulo g tal que g =
sen~1(1,2767) de donde se concluye que un tridangulo con estas dimensiones no puede existir.
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6.2.2 Ley del coseno

Teorema 6.2 Ley del coseno
En un tridngulo AABC,
a® = b* + ¢® - 2bccos(a), donde a estd entre b vy,
P=d?+c*- 2accos(f), donde Bestd entre a y c,

¢® = a* + b* - 2abcos(y), donde y esté entre a y b.

Cuando el 4ngulo es igual a 90°, entonces cos(90°) = 0 y por tanto la relacién toma la forma a? = b*+c?, es decir, queda
igual al teorema de Pitdgoras.

Ejemploé.10 Caso LAL

Resolver el siguiente tridngulo

30 [¢1
30° 70

Solucién: En este caso, para resolver el tridngulo se parte de la ley del coseno. Lo primero que se hace es revisar
cudles son los datos conocidos y cudles los desconocidos.

Variable Valor

70

30
Desconocido
Desconocido
Desconocido

30°

)] ™ N T o

Se aplica la ley del coseno para encontrar el valor de c.

¢ = a’+Db?-2abcos(y)
¢ = 70%+30%-2-70-30c0s(30°)
2 = 4900+ 900 —4200c0s(30°)
3
c¢® = 5800-4200- %
¢ = 5800-2100-v3
? = 2162,69

V2 = +/2162,69

c = 46,5
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Para encontrar el valor de a se aplica la ley del seno.

b _ c
senf  seny
30 465
senf  sen(30°)
30sen(30°) = 46,5senp
1
305 = 46,5senf
15 = 46,5senp
15
— = sen
46,5 p
15
senf = ——
p 46,5
15
-1
= sen [—
h (46,5)
g = 1882°
Para encontrar el valor de a se usa el hecho de que la suma de los dngulos internos de un tridngulo es igual a
180°, asi
a+f+y = 180°
a+18,82°+30° = 180°
f+48,82° = 180°
p = 180°-48,82°
g = 131,18°
Se Concluye que c=46,5; $~18,82; a=131,18°
Ejemploé.11 Caso LLL
Resolver el siguiente tridngulo
50
Bl
39/ @
70
Y

Solucién: En este caso, para resolver el tridngulo se parte de la ley del coseno. Lo primero que se hace es revisar
cudles son los datos conocidos y cudles los desconocidos.

Variable Valor

70

30

50
Desconocido
Desconocido
Desconocido

) ™R N T
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Se aplica la ley del coseno para encontrar el valor de a.

a> = b?+c?-2bccos(a)
70> = 30%+50%—2-30-50cos(a)
4900 = 900+ 2500—-3000cos()
4900 = 3400-3000cos(a)
4900—-3400 = 3000cos(a)
1500
—— = cos(a)
3000
L ()
— = cos(a
2
*(3)
cos |=| = «a
2
a = 60°

Para encontrar el valor de f se aplica la ley del seno.

b _ a
senf sena
3 70
senf  sen(60°)
30sen(60°) = 70senf
3
30% = 70senf
15V3 = 70senf
15
— = sen
70 p
15v3
senff = ——
70
3v3
ﬁ = sen71 (_\/_)
14
B = 21,79°

Para encontrar el valor de y se usa el hecho de que la suma de los dngulos internos de un tridngulo es igual a
180°, asi

a+pf+y = 180°
60°+21,79°+y = 180°
81,79°+y = 180°
Y = 180°-81,79°
y = 9821°

Se concluye que a =60°; f=121,79°; y =98,21°



6.2 Leyes del seno y del coseno 63

Bibliografia
« Swokowski, E. y Cole, ].(2009). Algebra y trigonometria con geometria analitica. http:/ /www.biblioises.com.ar /Contenido,

y-trigonometria-.pdf

* Ayres, F.(1954). Plane and spherical trigonometry. https:/ /archive.org/stream /SchaumsTheoryProblemsOfTrigonometry /.
SchaumsTrigonometry# page/n0/mode/2up



QU Cefliiiiiin

Quedate

con la Trigonometria




	Conceptos Básicos y  Operaciones entre ángulos.
	Ángulos
	Medidas de ángulos
	Conversión entre grados y radianes
	Triángulo rectángulo y teorema de Pitágoras

	Trigonometría del triángulo
	Razones trigonométricas en el triángulo rectángulo
	Valores de las funciones trigonométricas en los ángulo notables

	Trigonometría analítica
	Círculo unitario
	Cuadrantes
	Ángulos de referencia

	Gráficas de las funciones trigonométricas
	Funciones trigonométricas inversas

	Identidades trigonométricas
	Identidades trigonométricas
	Demostraciones

	Ecuaciones trigonométricas
	Despeje directo
	Ecuaciones de la forma msenx=ncosx
	Fórmula general para las ecuaciones de segundo grado para resolver ecuaciones trigonométricas
	Usando factorización

	Resolución de triángulos
	Resolución de triángulos rectángulos
	Leyes del seno y del coseno
	Ley del seno
	Ley del coseno


	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco

