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1.1

Conceptos y operaciones fundamentales en-
tre expresiones algebraicas

Expresiones y concepto de término

El algebra es la parte de la matematica elemental que estudia a la cantidad en su forma méds general. Una canti-
dad en 4lgebra se expresa mediante una variable, la cual representa un nimero real. Para representar una variable se
emplean las letras del abecedario o del alfabeto griego. Las letras mintisculas a, b, ¢ y d, se emplean con frecuencia
para representar constantes, en tanto que las letras x, y y z se emplean para representar una variable como tal.

En ocasiones es necesario emplear varias letras para representar una constante que cumple algtin patrén, en estas
situaciones se suelen emplear los subindices para diferenciar cada valor de la variable. a; y a, representan constantes
diferentes en una secuencia.

Ademas de las variables, en el dlgebra se emplean signos que se pueden clasificar en tres grandes grupos. Hay
signos de operacion, de relacién y de agrupacion.

Se emplea un simbolo para representar cada una de las 7 operaciones aritméticas. En algunas oportunidades se
emplea més de un signo para representar una operacion, es el caso de la multiplicacién, la cual se puede entender de

forma té4cita cuando indicamos ab, o se usa un punto al igual que un *, a-b o a* b.

Existen otros signos, son los de relacién. Un signo de relaciéon Busca establecer una comparacién entre variables

Simbolo Nombre

N

Menor o igual que

Mayor o igual que
Menor que
Mayor que

vV AV

Cuadro 1.1: Algunos simbolos de relacién

Los signos de agrupacién que usualmente se utilizan son el paréntesis corchete y las llaves. Llaves Paréntesis
Corchetes
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Abordamos ahora el concepto de operacién, que es un concepto idéntico al definido en aritmética. En dlgebra se
pueden realizar las 7 operaciones fundamentales.

Para realizar las operaciones fundamentales entre expresiones algebraicas, necesitamos comprender cémo se es-
criben y representan los elementos constitutivos y fundamentales de la misma.

El elemento constitutivo mds simple de una expresion algebraica es el término algebraico. Un término algebrai-
co es una expresién conformada fundamentalmente por una parte variable y un coeficiente. La parte variable estd
representada mediante las letras del abecedario y cada una de ellas cuenta con un exponente distinto de cero. Su
coeficiente es un nimero real.

Ejemplo1.1 -Término Algebraico.

. 3 .- 3 :
En la expresion — gx3 ¥y, su coeficiente es — =7 la parte variable x3y.

Una expresion algebraica estd conformada por la adicién, sustraccién, divisién, potenciacién, radicacién de tér-
minos algebraicos.

Ejemplo 1.2 -Expresiones Algebraicas.

1. 54263 + Va2 + b?
2. 32— (a-b3)?
VTa

" —5a8

4, V4x?2-3x+8

Es importante sefialar que en dlgebra existe otro concepto como es el de funcién. Una funcién puede ser interpre-
tada como una operacién, sin embargo, las funciones no son términos algebraicos como tal, segtin lo anterior cosf
no es un término.

Las expresiones algebraicas se pueden clasificar segiin las operaciones que tiene la expresién. Como ejemplo se
pueden citar expresiones racionales, irracionales o enteras. En el ejemplo anterior, la expresion del literal 2, es entera,
en tanto que la 3, es racional.

Polinomios

Entre las expresiones algebraicas, existen un tipo muy especial que por su importancia en el dlgebra merecen un
trato diferente, estas son las expresiones polinénicas

Se puede definir un polinomio en una variable de la siguiente manera.
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Definicion 1.1 Polinomio
La expresion
AnX" + ap1x" T+ a1 x+ ag

es un polinomio en la variable x de grado 7, y n Entero positivo.

En términos generales un polinomio es una expresion algebraica cuyas variables tienen exponentes que son ente-
ros positivos, como x°y° + x* 0 xy? - 5xy + y. El grado de un polinomio corresponde al valor del mayor exponente n
que aparece en la variable, asf que un polinomio como x*, tiene grado 4.

Clasificacion de polinomios segun su grado y el numero de términos

Los polinomios se pueden clasificar segtin el grado o la cantidad de términos que lo conforman.

De acuerdo con su grado existen polinomios constantes, lineales, cuadraticos y ctibicos que corresponden a poli-
nomios cuyo exponente o grado es 0, 1, 2 y 3. Cuando un polinomio Tiene grado 4 o superior, en general se le contintia
denominando polinomio.

Segtn la cantidad de términos, encontramos que los polinomios se pueden clasificar como, monomio, binomio y
trinomio cuando tienen 1, 2 o0 3 términos, respectivamente.

Denominacién ‘ Monomio Binomio Trinomio Polinomio

Lineal Xy a+b x+y-8 Xy+xz+xz+ax+Dby
Cuadratico x%y -y -a?+y X+ x+y+zi-4
Ctbico xz° e+ d? a*b-ab+a a*+b*-ac®-ab
Grado Mayor de 4 | a* xOx+2 B+y-v2 B+ -x+x

Cuadro 1.2: Clasificacion de los Polinomios

En secciones posteriores encontraremos que segiin la cantidad de términos y el grado del polinomio, se estable-
cerdn definiciones de tipos de polinomios més especificos.

Cuando se escribe o representa un polinomio, se suelen escribir los términos ordenados segtin el alfabeto y cuan-
do la variable en el polinomio es la misma, predomina en primer lugar la que tiene mayor grado. En la tabla anterior,
el polinomo de grado mayor a 4 estd escrito segtin esta precision.

Adicion y sustraccion de polinomios

En el texto daremos prelacién a los procedimientos, es decir, buscamos que el lector comprenda que las matema-
ticas son una disciplina en la cual se aplican definiciones, conceptos, propiedades y teoremas, lo cuales se usan al
momento de efectuar operaciones entre expresiones algebraicas. Cuando se realiza una determinada operacién, es
muy importante tener presente un esquema de trabajo ya que la matematica es una disciplina esencialmente escrita
y por tanto, el orden y coherencia de la escritura es fundamental.

Segtin lo anterior, en el texto daremos prelacién a los procedimientos y siempre que sea posible, haremos una lista
exhaustiva que permita comprender todos y cada uno de los pasos realizados cuando se hacen unas determinadas
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operaciones entre expresiones algebraicas.

Un término es una expresion que contiene una parte variable. Cada variable representa una cantidad cualesquiera.

Definicion 1.2 Términos semejantes

Dos términos son semejantes cuando tienen idéntica parte variable.

Procedimiento 1.1 —Adicién/Sustraccién de términos semejantes.
Cuando se va a calcular la suma o diferencia entre dos 0 mds términos, estos deben ser semejantes y para efectuar
la operacion, ésta se aplica entre sus coeficientes, permaneciendo la parte variable igual

A modo de analogifa, supéngase que se quieren sumar las longitudes de los lados de un cuadrilatero. Si estos
miden 2cm, 5cm, 3cm y 4cm, al calcular el perimetro, que es la suma de los cuatro lados, el resultado 14cm, tiene
como unidad centimetros. Esta analogia nos sirve para entender que cuando se suman o restan dos o més términos
semejantes, su resultado definitivo debe contener la misma parte variable, En otras palabras, debe ser semejante a los
términos sumados.

Ejemplo 1.3 -Simplificacién o reduccién de términos semejantes.

Simplificar 6ax +7x—10ax +11x.

Efectuamos la operacién entre los términos semejantes:
6ax—10ax =—-4ax

7x+11x = 18x, para obtener que
6ax+7x—10ax+11x=—-4ax+18x

Observamos que en el ejemplo los términos de la respuesta, son semejantes a los términos del enunciado.

1.4 Ley distributiva y multiplicacion de polinomios

Sin pérdida de generalidad, vamos a explicar la multiplicacién de expresiones algebraicas a partir de la multipli-
cacién de polinomios.

Cuando se multiplican dos monomios como a® por @°, el resultado que se obtiene es a®. Para entender cudl es
la razén de esta expresion, vamos a recurrir a la definicién de potenciaciéon. Entendemos a® como el producto de
a-a-aya’esa-a-a-a-a. Aplicando nuevamente la definicién de potenciacion, es claro ver que a-a-a-a-a-a-a-a
se puede expresar como a®. En este andlisis se ha aplicado una ley de la potenciacion, la cual establece que cuando
se multiplican dos potencias con igual base, el resultado es una potencia con la misma base y cuyo exponente es la
suma de los exponentes que tenian las bases dadas.

En el caso de dos monomios cuyo coeficiente no es el 1, se debe considerar la multiplicacién de los coeficientes
como el coeficiente que tiene el resultado. Cuando se multiplican los coeficientes hay que tener presente el uso de la
ley de los signos.
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Ejemplo 1.4 -Multiplicaién de monomios.
Simplificar

1. 3ax-8ax® =24a°x*

2. %xS 16xy =12x8y

3. (—4xy) (-5x%y%) =20x3y*

En resumen, hay que decir que al Multiplicar dos monomios, se deben multiplicar los signos de sus coeficientes,
luego los coeficientes y finalmente aplicar la ley de los exponentes.

El uso de los signos de agrupacién para indicar el producto de polinomios, suele ser la mejor sintaxis, asi que lo
sucesivo las multiplicaciones entre expresiones se representaran de esta forma.

Cuando se multiplican dos polinomios, se debe emplear el siguiente orden: Multiplicar cada término del primer
polinomio por todos y cada uno de los términos del segundo polinomio, teniendo precaucién cuando se estan mul-

tiplicando los coeficientes, en usar la ley de los signos.

Este procedimiento se conoce como la Ley distributiva.
Propiedad 1.1 Sean a, b y ¢ Reales, entonces se cumple que:!

a(b+c)=ab+ac

los dos ejemplos siguientes muestran una estrategia de multiplicacién de expresiones algebraicas. los ejercicios
ejemplifican una serie de pasos que funciona en una gran variedad de ejercicios.

Ejemplo 1.5 -Multiplicacién de polinomios.

Simplificar
Ejercicio dado Ley distributiva y de exponentes Simplificacién y ordenaciéon
ax(x—a) ax®—a*x
4xy? (2xy - 5x%y?) 8x%y3 —20x3y* -20x3y* +8x%y3
—3ab(4ab®-9a*b?)  -12a*b*+27a3b3 27a3b® - 12a*b*
(3x+4y)(2x-3y) 6x2—9xy+8xy—12y? 6x% —xy—12y?
(3xy+2)(3xy-2) 1X2y —xy+xy—4 1x?y? -4
(a+b-c)Ba-b-2¢) 3a*—ab-2ac+3ab-b*-2bc-3ac+bc+2c¢* 3a*+2ab-5ac—b?—bc+2c?
(x71+6) (x—8) 1-8x!+6x—48 6x—8x~1-47

Cuando se multiplican expresiones algebraicas en general, se procede de igual forma que al multiplicar polino-
mios.

1En factorizacién, se usa esta la ley asi: ab+ ac = a(b+c) y a este proceso se le conoce como factor comtn
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Ejemplo 1.6 —-Multiplicacién de polinomios.

Simplificar

Ejercicio dado Reescribir Ley distributiva y de exponentes Simpificar y reescribir
VX (Vx+3) x1/2 (x1/2 +3) x+3x1/2 x+3vx
\/ﬁ(\/}—ﬂ x312 (x12 - 4) X2 —4x3/2 2 —4vVx3

1 1

— (8x%+Vx x72(3x2 + x1/2 3+x73/2 —+3
FEEVD e =
(Vx-3)(vx+6)  (x12-3)(x?+86) x+6x2-3x12-18 x+3y/x-18

3 1 1 3 3 4
(——4x) (—2+—) Bx'-4x)(x?+x7!) 3x3+3x2-4x'-4 S+5---4
x x* x ¥ X2 x

Productos notables

Existen ciertas estructuras multiplicativas que por la frecuencia que aparecen en los distintos célculos que se
efectian en matematicas, resulta conveniente establecer férmulas que permitan realizarlos de forma rdpida y simple.

Propiedad 1.2 Producto de una suma por una diferencia

(A+B)(A-B) = A>— B?

Para emplear los distintos productos notables, se puede usar la siguiente estrategia, la cual ejemplificamos de la
siguiente forma.

Ejemplo1.7 -Ejemplo.

Efectuar la multiplicacién, empleando productos notables.
Ejercicio dado (x+4)(x—4)
Se identifica Ay B A=xyB=4
Se escribe la férmula del producto notable, reemplazando con paréntesisa Ay B ( )>—( )?
Se completan los espacios de la formula con los valores de Ay B (x)? — (4)
Se hacen las operaciones indicadas, potenciaciones y demés simplificaciones x?—4

Con esta estrategia se logran minimizar los errores relacionados con signos y la simplificacién de las operaciones
que aparecen indicadas luego de aplicar el producto notable.

Ejemplo 1.8 -Aplicacién productos notables: Suma por Diferencia.
Efectuar la multiplicacién, aplicando productos notables
Férmula a aplicar

(A+B)(A-B)=A2—B2=( )2—( )
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Ejercicio dado Identificar Ay B Rellenar espacios Operar y Simplificar
Bx+2)(3x-2) A=3x B=2 (Bx*-(2? 9x* -4
1 ( 1) 1 , ( 1)2 , 1
x+—|[x—= A=x B=- (x)°-|= X ——
2 2 2 2 4
1 1 1 1%, 1,
—+z||=-—-2 A=— B=2z —| (2 -z
X x x x x
(6*+y)(5*-y)  A=5°  B=y G9-(y) 52—
(cosx+6)(cosx—6) A=cosx B=6 (cosx)?—(6)> cos?x—36

Las identidades de productos notables tienen integrados los signos, es decir, cuando se seleccionan A y B, se
omiten los signos, excepto en la multiplicacién de binomios semejantes dos a dos y en la férmula del cuadrado de un
trinomio, en la cual hay que reemplazar con los signos que corresponde en cada término.

Propiedad 1.3 Producto de dos binomios semejantes dos a dos

(x+B)(x+D)=x*>+(D+B)x+BD
(Ax+ B)(Cx+ D) = ACx* + (AD+ BC)x+ BD

Ejemplo 1.9 -Aplicacién productos notables: Binomios semejantes dos a dos.

Efectuar la multiplicacién, aplicando productos notables

Férmula a aplicar

(x+B)(x+D)=x*>+D+B)x+BD=x*+[0+0lx+00

Ejercicio dado Identificar By D  Rellenar espacios Operar y simplificar
(x+8)(x+4) B=8 D=4 408 +@]x+(8)(4) x> +12x+32
(x—6)(x+2) B=-6 D=2 X +[(-6)+ @] x+(-6)(2) x*—4x—-12
(Vx-1)(vx+10) B=-1 D=10 x+[-D+10]yx+(-1)10) x+9y/x—10

1 1 1 1 1 2
(—+5)(——7) B=5 D=-7 —+[B+(Dl=+G}-7 —S-=-35

X X X X X X

Ejemplo1.10 -Aplicacién productos notables: Binomios semejantes dos a dos.

Efectuar la multiplicacién, aplicando productos notables

Férmula a aplicar

(Ax+B)(Cx+ D) = ACx* + (AD+BC)x+BD = )0x* + 00+ 00lx+ 00
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Identificar
Ejercicio dado A B C D Rellenar espacios Operar y simplificar
(2x+3)(4x+5) 2 3 4 5 2)(@)x2 +[(2)(5) + (3)@)]x + (4)(5) 8x2 +22x +20
(2x+1)(-3x-8) 2 I -3 -8 @(-3)x*+[2)(-8)+1)(=3)]x+(1)(-8) -6x>-19x-8
(V2x+1) (vV2x-4) V2 1 V2 -4 (V22X + (V24 + (D(V2)lx+ (V2)(—4)  2x*-3v2x-4
(-tanf+2)(3tan6-4) -1 2 3 -4 (-D@)tan?0 +[(-1)(-4) + (2)(3)]tanh + (3)(-4) —3tan?f+10tand -8

Notemos como en los tltimos items de los ejemplos anteriores se extrapola la aplicacién de los productos notables
a expresiones que no son idénticas en un sentido estricto, pero si tienen la estructura algébrica y por tanto se pueden
operar aplicando las formulas dadas.

Propiedad 1.4 Cuadrado de una suma o diferencia

(A+B)?> = A> +2AB + B?

(A— B)?> = A>-2AB + B?

Ejemplo1.11 -Aplicacién productos notables: Cuadrado de una suma o diferencia.

Efectuar la multiplicacién, aplicando productos notables
Férmulas a aplicar
(A+B)* = A*+2AB+B*=(*+200+0°*
(A-B)?=A*-2AB+B*=(*-200+0?
Identificar
Ejerciciodado A B Rellenar espacios Operar y simplificar
(x+4)? x 4 (X% +2(x)(4) + (4) x?+8x+16
(3x2+y)° 3x* 3x%)2 +2EBx2) () + (1)? 9x* +6x2y + 2
(2v/x+3) 2y/x 3 2vx)?% +22v/x)(3) + (3)2 4x+12\/x+9
(§+2 ) 3 2 (§)2+2 §)(2 )+ (2y)? L P
x x 4 x x) 4 et Y
(4x—3y2)? ax  3y%  (4x?2-2(4x) (3y%) +(3)2) 16x% —24xy* +9y*
(sech - v2)* secd V2 (sec0)? -2 (sech) (v2) + (v2)° sec’0 +2v/2sech +2
12, 1 2, 1) (1 22) 22)2 4x'y* 2x%y
(2x 3" y) 2 3% (2x) 2(2x)(3xy Tzt 95 3 4
2 —2x
(e - § ) e* §e_x @)% -2 (ﬁe‘x) + (§e"‘) e —34 Ye
2 2 2 2 4
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Propiedad 1.5 Cuadrado de un trinomio

(A+B+C)?=A*>+B?>+C?>+2AB+2AC+2BC

El ejemplo siguiente ilustra que en la identificacion de A, By C, los términos se seleccionan con su correspondien-
te signo; estos ejercicios permiten enfatizar sobre la estrategia de usar los paréntesis, y asi evitar errores relacionados
con los signos.

Ejemplo1.12 -Aplicacién productos notables: Cuadrado de un trinomio.
Efectuar la multiplicacién, aplicando productos notables
Férmulas a aplicar

(A+B+C)? =A%+ B*>+C*+2AB+2AC+2BC=0%+0%*+0%+200+200+200

Identificar
Ejerciciodado A B C Rellenar espacios/Operar y simplificar

(x+2y-22° A=x B=2y C=-2| 02+@2y2+ (=22 +202y) +2(0)(-22) +2(2))(-22)

x2 + 4y2 +z4 +4xy—2xz2 —4yz2

(Bx-2y-1)° A=3x B=-2y C=-1 | Bx2+(=2))2+(-1)2+23x)(-2y) +23x)(-1) +2(-2y)(-1)

9x2 +4y? +1-12xy—6x+4y

) + (- 2y)2+(3)2+2( )( 2y)+2( )(3)+2( 29)3)

q>|**N5|T<

+4y? +9-2xy+3x-12y

(@)
Il
&=

(\/E+x+x’1)2 A=yx B=x (ﬁ)2+(x)2+( ) 2(Vx) @) +2(vx) (x71) +2(x) (x71)

X+x%+x +2x2 +2x°2 +2

2 3 -1, .2
X“4+2x2+x+2x"2+x 42

Propiedad 1.6
Cubo de una suma
(A+B)(A*- AB+B*)=A’+B*

Cubo de una diferencia
(A-B)(A*+AB+B*) =A*-B3
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Ejemplo1.13' -Aplicacién productos notables: Producto especial.
Férmulas a aplicar
(A+B)(A*-AB+B*)=A*+B*=()*+()°

(A-B)(A*+AB+B%) = A*—B3=()*-()°

Identificar

Ejercicio dado A B Rellenar espacios Operar y simplificar
(x2-2) (x* +2x2 +4) A=x2  B=2 (:&)’-?3 =18
(ﬁ—s)(ﬁ%sﬁw) A=y B=3 (vx)°-0? Ny

1 1 1 1 1\3 1
(cosB——) (c0526+—c0s6+—) A=cosO B=- (cos@)s—(—) cos30——

2 2 4 2 2 8
1 1y 2) 1 (1)3 3 1
—+y||l=—-=+ A=-— B= —| + —+
(x y)(xz ~ty p y < 0 1Y
1 1 1 1\3 2 1
- +2y?|[=-=y*+4 4) A== B=2y? (—)+22 — +8y°
TR (16 SV +4y 1 ¥olz) +@) s tey
(3x +4)(9x2 2 _6x +16) A—3x B=4 (3x )3—(4)3 27x3y3+64
2 a7 y = - 2% 8

Propiedad 1.7 Productos cuyo resultado es de la forma A” — B” con n Entero positivo.

(A= B)(A%+ AB + B%) =A3-B3
(A-B)(A3+ A2B+ AB? + B3) =At-B4
(A-B)(A*+ A®B+ A2B2+ AB3 + BY) =A°-B5

(A-B)(A" '+ A" 2B+ A" 3B%+...+ A2 B" 3+ AB"2+B"!) =A"-B"

El los dos ejemplos que siguen, el lector debe identificar que se satisfacen las férmulas correspondientes, tomando
como base el primer factor, identificando que si A = xy entonces A® = x>y?, y asf sucesivamente.

Ejemplo1.14 -Aplicacién productos notables: Productos especiales.

Efectuar las multiplicaciones empleando productos notables.

Ejercicio dado Aplicar férmula operar y simplificar
(xy—2)(x3y® +2x%y* +4xy +8) (xy)* - @* xty*-16
(x?y—3)(x8y* +3x8 3 +9x*y? +27x%y + 81) (x2y)° - 3)° x10y5 - 243

(2x—y?) (3225 + 16x%y% +8x3y* +4x%)5 +2x8 + %) 2x)°-(5?)° 64x° — y'2




1.4 Ley distributiva y multiplicacién de polinomios

(A+B)(A*- AB+B?) - 34+ B3
(A+B)(A*— A3B+ A2B2 - AB3 + BY) =A>+BS
(A+B)(A%— A°B+ A*B2— A3B% + A2B* - AB® + BS) =A"+B’

(A+B)(A" 1 - A" 2B+ A" 83B2 ...+ A2B" 3 _ AB"24+B" 1) =A"4+B"

Ejemplo1.15 -Aplicacién productos notables: Productos especiales.

Efectuar las multiplicaciones empleando productos notables.

Propiedad 1.8 Productos cuyo resultado es de la forma A” + B" con n Entero impar positivo.

11

Ejercicio dado Aplicar formula operar y simplificar
) 1% 1% y p
(a+x*y)(a* - a®x*y + a?x*y? — ax®y3 + xBy*) (5l)5+(x2y)5 a’® + x'0y5

(x?+2) (x'2—2x10+4x8 —8x° + 16x* - 32x° + 64) (x2)" + @) x'*+128

(xy2+1)) (x8y16_x7y14+x6y12_x5y10+x4y8_x3y6+x2y4_xy2+1) (xy2)9+(1)9 Oy 41

Una identidad es una igualdad que se verifica para cualquier valor en el dominio de la expresion. Las identidades
de Legendre y Lagrange se emplean para simplificar expresiones de manera muy optima, aunque las expresiones no

estén enunciadas como productos.

Propiedad 1.9 Identidades de legendre

(A+B)* - (A-B)*=4AB
(A+B)?+(A- B)* =2(A*+ B?)

Ejemplo1.16 -Aplicacién: Identidades de Legendre.

Simplificar empleando Identidades de Legendre.
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Ejercicio dado

Aplicar férmula

operar y simplificar

(x+4)? - (x-4)? 4(x) (4) 16x
2x+3)% - (2x-3)2 4(2x) (3) 24x

(e* +2)? — (e* —2)? 4(e%) (2) 8e*
f+4)2—(f—4)2 4(¥) 16x

i/ 4)? yl 4\? e y
+3) (73] I 3
(x+2)% + (x—2)? 2%+ 2] 2(x?+4)
(2x+3)% + (2x-3)? 2[(2x)2 + (3)?] 2(4x* +9)
(cosx+4)?+(cosx—4)?  2[(cosx)?+(4)?]  2(cos?x+16)
Lo (L x) 102 | (12 1 2%
5+e) + E—e) 2[(3)*+ (e 2(1+e¥)

Propiedad 1.10 Identidad de lagrange

(Ax+By)? + (Ay— Bx)* = +B?)

(x*+y%) (42

Ejemplo 1.17 -Aplicacion: Identidad de Lagrange.

Simplificar empleando la Identidad de Lagrange.

Ejercicio dado Aplicar férmula operar y simplificar

(Bx+2)?+(3-2x)? [0+ (2] [3) + (2)?] 13(x*+1)

(Bx+4y)+@By-ax)’  [w?+ ()| [@2+@?]  25(x2+)?)

X 2 (Y 2 2, 1 2 17 (2 4 12

(§+2y) +(§—2x) [(x) H ) ] 7 (x2+y?)
2

2 V)2 _x_2 2)2 2 2, (1] 37(,4, .2

(2x +§) +(2y 3) [(x) +[y)”(2) +(3)] (2% + %)

1.5 El algoritmo para la division de polinomios

La divisién algebraica es un procedimiento por medio del cual se establece Cuédntas veces una expresion estd
contenida en otra.
Los términos de la divisién se conocen como divisor, dividendo, cociente y residuo. La siguiente propiedad expresa
la relacién existente entre estas.
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Propiedad 1.11 Propiedades de la divisién de polinomios

Sean los polimonios definidos en una variable: P(x), D(x), Q(x) y R(x), divisor, dividendo, cociente y residuo,
respectivamente.

1. En toda divisién el grado del cociente es igual al grado del dividendo menos el grado del divisor
2. En toda divisién el grado del dividendo es mayor o igual que el grado del divisor

3. En toda division el grado del divisor es mayor que el grado del residuo, excepto polinomios que sean
homogéneos

4. En toda divisién el grado méaximo del residuo es igual al grado del divisor menos uno, en el caso de
divisién de polinomios homogéneos, no se cumple esta propiedad.

La divisién algebraica es un procedimiento por medio del cual se establece cudntas veces una expresion esta con-
tenida en otra, lo cual se cumple mientras el grado del dividendo sea mayor o igual que el grado del divisor.
Nos centramos ahora en la divisién de polinomios. Cuando vamos a dividir polinomios se pueden presentar los si-
guientes casos.

Procedimiento 1.2 —Procedimiento para dividir dos monomios.
1. Dividir los signos mediante la ley de los signos
2. Dividir los coeficientes

3. Dividir los literales o variables aplicando las leyes de los exponentes

De manera general a este proceso se le denomina simplificacién.

Ejemplo1.18 -Divisién de monomios.

Efectuar las siguientes divisiones

Ejercicio dado  Simplificar

6x2
3x

—-4x%y A

2x

3xy
2x3y?
—6x2y2
_8x3y3
“8x2y2 x
8a’b
4a’b
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Procedimiento 1.3 —Procedimiento para dividir un polinomio entre un monomio.

1. Representar la divisién de cada término del dividendo entre el divisor

2. Simplificar como en el caso de la divisién de dos monomios

Ejemplo1.19 -Divisién de un polinomio entre un monomio.

Efectuar las siguientes divisiones
Ejercicio dado Expresar cada término del dividendo ~ Simplificar
entre el divisor

(2x% +4x3 - 6x) + x 2x% + x+4x3+x—6x+x 4x2+2x-6
3_gy2 1 3, 1 2,1 2

(3x3—6x +12x)+§x 3x +§x—6x +§x+12x 9x“—18x+36
2 2 2 2 4b

(3a°b+4ab*)+3ab  3a*b+3ab+4ab*+3ab a+—

(§x3—ilx2)+Ex2 San e o, L Zx 3

4 3 9 4 9 3 9 64 4

Para dividir dos polinomios se emplea un algoritmo que tiene tres pasos, los cuales se repiten hasta que la canti-
dad divisor no esté contenida en el dividendo.

Procedimiento 1.4 —Procedimiento para dividir dos polinomios.

Se ordenan los polinomios, Generalmente en forma descendente con respecto a una de las variables que tiene el
polinomio y se escriben los términos en forma horizontal uno a continuacién del otro, luego empleando el signo
de la divisién aritmética se escribe el divisor

Ahora comenzamos con el algoritmo de la divisién el cual tiene los siguientes tres pasos

1. Dividir el primer término del dividendo entre el primer término el divisor para obtener el primer término
del cociente

2. Multiplicar el término del cociente por todo el divisor

3. Restar el resultado anterior del dividendo

Con el siguiente ejemplo mostramos cémo se aplica este procedimiento tantas veces como sea necesario hasta que
el divisor no este contenido en el dividendo

Ejemplo1.20 -Divisién de un polinomio entre un monomio.

Dividir =9x* + 9x3 — 14x% + 8x entre 3x% — 2x
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- 9x* + 9x3 — 14x®* + 8x | 3x*-2x
+ 9x* - 6x°

-3x“+x—-4

0 + 3x3 — 14x* + 8x

- 3x3 4+ 2x?

0 - 12x*> + 8x
+ 12x® - 8x
0

Dividendo: P(x) = —9x* +9x3 — 14x% + 8
Divisor: D(x) =3x%—2x
Cociente: Q(x) = —3x>+x—4

Residuo: R(x) =0

Es importante realizar las operaciones auxiliares, como parte del proceso de la division.

Operaciones auxiliares

Términos del Cociente | El resultado se resta del dividendo

—-9x% +3x% = —3x* —3x% (3x% —2x) = —9x* + 63
3x3+3x%=x x(3x%2 —2x) =3x3 - 2x?
—12x% +3x* = -4 —4(3x% —2x) = —12x* + 8x

Ejemplo1.21 -titulo.

Dividir 6x* — 14x3 — 8x? + 18x + 7 entre 2x — 2
+ 6x* - 14x® - 8x*> + 18x + 7| 2x-2
- 6x* + 6x° 3x% —4x*—8x+1
0 - 8% - 8x* + 18x + 7
+ 8x® - 8x?
0 - 16x* + 18x + 7
+ 16x - 1l6x
0 + 2x + 7
- 2x + 2
9
Dividendo: P(x) = 6x* —14x% —8x% + 18x + 7

15
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Divisor: D(x) =2x-2
Cociente: Q(x) =3x3 —4x?> -8x+1

Residuo: R(x) =9

Operaciones auxiliares

Términos del Cociente | El resultado se resta del dividendo
6xt+2x=3x3 3x3 (2x—2) =6x* - 6x°

—8x3 +2x = —4x? —4x% (2x—2) = -8x> + 8x?

—16x% +2x=—8x -8x(2x—2)=-16x+16

2x+2x=1 12x-2)=2x-2

La division sintética o regla de ruffini

La divisién sintética o regla de ruffini, es un método que se utiliza para cuando se desean dividir polinomios
entre divisores que son un binomio de primer grado. Segiin la forma del divisor se procede como se indica en los
siguientes procedimientos.

Procedimiento 1.5 —C6émo dividir un polinomio entre un binomio de la forma (x £ b) .

1. Se escriben los coeficientes del dividendo en forma horizontal completando previamente si fuera necesario
con ceros las potencias que no aparezcan en el dividendo

2. Se escribe el término independiente del divisor cambidndole su signo en un lugar a la izquierda y en la
misma linea del dividendo

3. El primer término del cociente es igual al primer término del dividendo, el cual se escribe en una nueva
linea y a continuacién se multiplica este término por el término del divisor, escribiendo el resultado abajo
del segundo término del divisor. Luego se operan los coeficientes de la segunda columna y se coloca este
resultado en la parte inferior, este valor es el siguiente término del cociente.

4. Se repite este procedimiento hasta terminar con el dltimo coeficiente del dividendo.

5. El dltimo coeficiente que queda en la linea de abajo corresponde al coeficiente del residuo y los demas
corresponden a los coeficientes del cociente el cual tiene grado una unidad menor que el dividendo

Ejemplo1.22 -Divisién sintética.

Dividir 6x3 —8x% +3x—4 entre x—2
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Potencias de x
x3 x? X Cte.
6 - 8 + 3 - 4 +2

+ 12 + 8 + 22

6 + 4 + 11 + 18

Dividendo: P(x) = 6x3 —8x%+3x—4
Divisor: D(x) =x-2

Cociente: Q(x) = 6x% +4x + 11
Residuo: R(x) =18

Ejemplo1.23 -Divisién de polinomios.
Dividir —3x® —9x* + 5x% + 17x + 14 entre x +3

Potencias de x
3

X X X X X Cte.

=8 = @ + 0 + 5 + 17 + 14 =g
+ 9 + 0 + 0 - 15 - 6 |

-3 4+ 0 + 0 + 5 + 2 + 9

Dividendo: P(x) = —3x° - 9x* +5x% + 17x + 14
Divisor: D(x) = x+3

Cociente: Q(x) =3x*+5x+2

Residuo: R(x) =9

Procedimiento 1.6 —C6émo dividir un polinomio entre un binomio de la forma (ax + b) .

b
1. Se transforma el divisor en un binomio de la forma (x + —)
a

o . .. b
2. Se hace la divisién como en el caso anterior tomando como divisor a +—
a

3. Los coeficientes del cociente se deben dividir entre el coeficiente a. El residuo no se altera

Ejemplo1.24 -Divisién sintética.

Dividir 12x* + 18x” + 8x + 16x + 15 entre 2x+3
Primero se transforma el divisor en un binomio de la forma x+ 3 y se procede a usar la division sintética
empleando -3

17
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Potencias de x

xt x3 x? Xx. Cte.

12 + 18 + 8 + 16 + 15 |-3
- 18 + 0 - 12 - 6

12 + 0 + 8 + 4 + 9

Dividendo: P(x) = 12x* + 18x% + 8x% + 16x + 15
Divisor: D(x) =2x+3

Cociente: Q(x) = 6x> +4x+2

Residuo: R(x) =9

Note que para obtener como cociente 6x° +4x + 2, los coeficientes 12, 8 y 4 se dividen por 2.

Teorema del residuo

Es un procedimiento por medio del cual se halla el residuo de una divisién sin la necesidad de hacer el algoritmo
de la divisién o un procedimiento de divisién sintética.

Propiedad 1.12 Teorema del residuo

El residuo de dividir un polinomio en x racional y entero, entre un binomio de la forma ax + b, se obtiene al
evaluar el polinomio cuando x se sustituye por +b/a.

Ejemplo1.25 -Uso del teorema del residuo.

Calcular el residuo que se obtiene al dividir el polinomio P(x) = 3x* - 5x% +4x — 10 por x+3

Se evalua el polinomio P(x) en x = -3, es decir P(-3) = 3(-3)* = 5(-3)% + 4 (-3) — 10. Al efectuar las operaciones
indicadas y simplificar se obtiene 356, que es el valor del residuo de la divisién.

Ejemplo1.26 -Uso del teorema del residuo.

Calcular el residuo que se obtiene al dividir el polinomio P(x) por D(x)
P(x) D(x) Evaluar con Operar y simplificar Residuo
2x3-3x°-5 x+1 x=-1 2(-1)-3(-1)*-5 -10
1, 2 1 ) 1(1)* 2(1) 1 )
=5 = =3P = 2x-1 xX=3 -z —z|z|t= —34
2 3 6 212 312 6
3

4_ 3_ —_V2 V2 _ 1_ .7
V2xt-v2x -8B 2x+Vv2 x=-% ( ) 2( 5 ) 3%
1, 1 4 1
—X-—=x-7 X—1 X=7 - -7
7 w2 7 ( n2
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Teorema del factor

Propiedad 1.13 Teorema del factor
(x—a) es un factor del polinomio P(x), si y solamente si el polinomio P(x) evaluado en a tiene como residuo 0.

Ejemplo1.27 -Teorema del factor.

La expresion (x+2) es un factor del polinomio x° +2x* —3x® —2x% + 5x - 6, ya que al evaluarlo en x = -2 se
obtiene como residuo 0

Estos dos teoremas en conjuncién con la divisién sintética, se usan a menudo para encontrar la factorizacién de
polinomios cuyo grado es mayor de 2, o que por su complejidad no es sencilla su solucién por alguna de las técnicas
de factorizacién.






Factorizacion

La factorizaciéon es una operacion que tiene como finalidad transformar una expresién algebraica racional y en-
tera, en otra equivalente qué es el producto de factores primos racionales y enteros. Cuando se va a factorizar una
expresion algebraica es absolutamente necesario hacer una clasificaciéon de ella segtin su grado y cantidad de térmi-
nos, ya que la factorizacién o técnica que se emplea para expresarla como producto de factores primos, depende de
su forma algebraica.

Repasamos ahora el concepto de mcd, el cual se vi6 en aritmética y se extiende a las expresiones algebraicas.

Propiedad 2.1 Maximo comun divisor
El mcd, maximo comun divisor de dos o més expresiones enteras es la mayor expresion entera que las divide
exactamente

Ejemplo2.1 -Cdlculo del mcd entre expresiones algebraicas.

Calcular el mcd de las expresiones 12x%; 8x°y; 4x%z

El mcd es 4x?, ya que se forma con los factores comunes, afectado con el mas grande exponente presente en
todos ellos.

MCD y su aplicacion en el calculo de factor comun

La primera técnica de factorizacién es el factor comtin a dos o méas términos, el cual es el mcd de los términos que
componen el polinomio.

Procedimiento 2.1 —Factorizar usando el factor comun a varios términos
1. Se halla el mcd de los términos que conforman el polinomio. Este es el factor comtn del polinomio.

2. Se divide terminé a término entre el mcd, y los correspondientes cocientes son los términos que multiplican
al med o factor comun.
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Ejemplo2.2 -Factorizar usando el med.

Factorizar la expresion 3x3y? +4x?y —5xy.

CAPITULO 2. FACTORIZACION

Se calcula el med de los términos que conforman la expresién: xy

3,2
Se divide cada uno de los términos por el mcd: 3% =3x%y

4x%y =4

5xy _
7 xy == =5

X, Xy

La factorizacion es el producto del mcd por las expresiones anteriores: xy (3x%y +4x—5)

Ejemplo2.3 -Factorizar usando el med.

Factorizar cada una de las expresiones.

Expresion mcd  calculos auxiliares Factorizacién
32218 — 6x2v2 + 3512 3x72 3x%yS _ ﬁxzyz_z 3xy*z _ 352 (xv—2

x?y3 —6x*y* +3xy°z xy* =Xy or=2x  Glr=z 3xy (xy—2x+2z)
—2a3b-2ab® —6ab 2ab 22‘;35’ =a? 22‘;%3 = p? % =3 —2ab(a®+ b* +3)

3 3

V2xa® +v2xb® +V2xe V2x ‘/\é/)zfz =a3 ‘/\E/%Ci’ =b’ ‘/\/ég;e =e V2x(a®+b+e)
cos(0) + x%cos(0) cosf gg:g =1 ng—;ze =x? cos6 (1+x?)

En los calculos auxiliares no se emplean los signos, sin embargo, en el segundo ejercicio se tom¢ el factor comtn
con signo menos y en los otros de los ejemplos los signos se tuvieron en cuenta el resultado final. En los ejercicios tres
y cuatro se factorizaron expresiones que no son enteras, ilustrando que hay una gran variedad de expresiones como
estas que se pueden factorizar empleando esta técnica.
Hay polinomios que no cuentan con un factor comdn a todos sus términos, sin embargo si se hace una agrupacién
conveniente de los términos, se puede lograr una factorizacion.

1. Agrupar de a dos los términos del polinomio.

asi, hay que ensayar con una agrupacién diferente

Factorizar la expresién ax+ ay + bx + by.

Procedimiento 2.2 —Factorizar usando el factor comtdn por agrupacién de términos

2. Buscar el factor comtn a los términos que han quedado en cada paréntesis o agrupacion

3. Identifiquese el paréntesis que qued6 como factor comtn de la expresion resultante en el pasé 2, de no ser

Ejemplo2.4 -Factorizar usando el mcd por agrupacion de términos.

Agrupaciéon UNO Agrupacién DOS Agrupacién TRES
(ax+ay)+ (bx+by) | (ax+bx)+(ay+by) | (ax+by)+(ay+bx)
alx+y)+bx+y) x(a+b)+ y(a+Db) No hay factor posible
(x+y)(a+b) (a+b)(x+y)
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El paso uno del procedimiento indica que hay que agrupar de a dos términos, el ejemplo muestra que sélo hay tres
maneras de agrupar los cuatro términos del polinomio a factorar, notemos que el orden en que se expresan las dos
factorizaciones, permiten argumentar por qué dos de las agrupaciones de los términos deben conducir a la soluciéon
en la mayoria de los casos, en todo caso lo que se quiere resaltar en este punto es que la cantidad de formas en que se
puede agrupar no es ilimitado y el lector debe ensayar todas las formas en un mismo ejercicio para obtener la practica
necesaria.

Ejemplo2.5 -Factorizar usando el mcd por agrupacion de términos.

Factorizar las expresiones.

Ejercicio dado Agrupacion Factor comun Factor comun
15xy+6x+20y+8 (15xy+6y)+(20y+10)  3x(5y+2)+4(5y+2) @Bx+4)(5y+2)

4ax—-3a—8x+6 (4ax—8x)— (3a—06) 4x(a—-2)—3(a—2) Ax—-3)(a—-2)

1 1
@+aby+%+§ (%+@)+(g+aby) sa(3+ay)+b(3+ay) (§a+b (§+ay
acos@+a+rcos@+r (rcosf+acosf)+(r+a) cosO(r+a)+(r+a) (cosO@+1)(r+a)

La factorizacién y multiplicacién en el dlgebra son dos operaciones o procedimientos inversos. Para explicarlo
en unos términos coloquiales, plantearemos la siguiente analogia. Supdéngase que la factorizacién y la multiplicacién
son los extremos de un puente. Cuando se cruza el puente de un sentido a otro se esta factorizando o multiplicando,
segtn la direccién que se tomo.

En ese orden de ideas, la técnica que continda se basa en las férmulas de productos notables que se estudiaron con
anterioridad. A esta técnica le daremos el nombre de férmulas de factorizacién.

Las férmulas en matematicas, son expresiones que se deben comprender y con las cuales hay que aprender a operar.
Ellas proporcionan las indicaciones necesarias y suficientes que el estudiante debe conocer a fin de emplearlas en
distintos procesos. Es por esto por lo que se presenta una manera de trabajar con las férmulas en general.

Un error que los estudiantes cometen al usar formulas, tiene que ver con la confusién que se genera cuando van a
escribir los signos propios de la férmula y los signos que tienen las expresiones con las cuales se estd evaluando el
enunciado en si. Para evitar estas confusiones, damos como procedimiento lo siguiente. Escribir la férmula, reempla-
zando la variable o variables que ella tiene con paréntesis. Posteriormente reemplazar entre estos paréntesis con las
cantidades que corresponde segtn el caso.

Los ejemplos que se presentan en cada una de las sucesivas férmulas de factorizacién, aclaran este proceso.

Férmulas para la factorizacion de Binomios
Propiedad 2.2 Factorizacién de una Diferencia de cuadrados

A>-B*=(A+B)(A-B)

Ejemplo2.6 -Factorizar usando la férmula de Diferencia de dos cuadrados.

Factorizar 16x? —9y?

Identificar que A% =16x*> => A=4xy B?=9y> = B=3y
Aplicacndo la férmula de factorizacion se obtiene (4x +3y) (4x—3y)



24 CAPITULO 2. FACTORIZACION

Ejemplo2.7 —Factorizar usando la férmula de Diferencia de dos cuadrados.

Identificar Aplicar Férmula
Ejercicio dado VA2 VB2 (A-B)(A+B)

X
a7 5y G-nGE+Y
2,4 x* 2 x 2 x 2 x
ab—? ab 3 (ab —ﬂ(ab +§)
cos?0 — a? cosf a (cosf — a) (cosO + a)
Propiedad 2.3

Factorizacién de una Suma de cubos

A3 +B3=(A+B)(A’- AB+B?)

Ejemplo2.8 -Factorizar usando suma de cubos.

Identificar ~Aplicar Férmula
Ejerciciodado A B (A+B)(A?- AB + B?)

a’+27x3 a 3x  (a+3x)(a?-3ax+9x?)
x3y8+27 xy*> 3 (xy+3)(x®y?> - 3xy+9)

1
a3b6+§ ab* % (ab®+3)(a®b* - Lab? + 1)

Propiedad 2.4
Factorizacién de una Diferencia de cubos

A3 —B3=(A-B)(A’+ AB+B?)

Ejemplo2.9 —Factorizar usando diferencia de cubos.

Identificar ~Aplicar Formula

Ejercicio dado A B (A-B)(A*+AB+B?)
p3cb-64 bc? 4 (bc? —4)(b*c* + 4bc? + 16)
27a%b% -8 3a’b 2 (3a2b-2)(9a*b® +6a%b +4)

cos®0-1 cosf 1 (cosf —1) (cos® 0 + cos6 +1)
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2.3 Factorizacion de trinomios de tipo cuadratico

Esquema de casos de factorizacion
Trinomios de la forma x2 + bx + ¢

La multiplicacién y factorizacién son procesos inversos; los procedimientos para factorizar tienen una estrecha
relacién con los productos notables o identidades ya explicadas en el capitulo anterior. La siguiente técnica se com-
prende mejor, si tomamos como referencia el producto notable (x+ B)(x+ D) = x> + (D + B)x+ BD.

Procedimiento 2.3 —Cémo factorizar un trinomio de la forma x2 + bx +c.

1. Calcular los divisores del coeficiente c.

2. Establecer los divisores B y D de c, tales que su producto es c y la suma sea b

Al estudiar el procedimiento, se encuentra que los divisores de ¢ buscados son B y D, esta pareja de ndmeros
multiplicada da como resultado ¢ y operada b.

Ejemplo2.10 -Factorizando un trinomio de la forma x2 + bx + c.

X 4+ 5x + 4=(x + Hx + 1
N
Los divisoresson B=4y D=1,yaque (4)(1)=4y 4 +(1) =5

Ejemplo2.11 -Factorizando un trinomio de la forma x2 + bx + c.

Ejercicio dado BDesc B+Desbh La factorizacién es
x*+x—12 4)(-3)=-12 @+(-3)=1 (x+4)(x—3)
x*—8x+15 (=5 (-3)=15 (-5)+(-3)=-8 (x=5)(x-3)
a’+4a-21 (=3) (") =-21 (=3)+ () =4 (a=3)(a+7)

¥ +3xy-4y> ()@ =-4 -D+@=3 (x-y)(x+4y)

Trinomios de la forma ax? + bx + ¢
Procedimiento 2.4 —Cémo factori tri io de la f 2+b
rocedimiento 2. Omo factorizar un trinomio de la forma ax“+ bx+ c.

(ax)® + b(ax) + ac

1. Multiplicar y dividir por el coeficiente a y expresar el trinomio asf:
a

2. Calcular los divisores del producto ac.

3. Establecer los divisores By D de ac, tales que su producto es ac y la suma sea b

B D
4. Se factoriza y simplifica asi: w =(x+B)(x+D)

Siempre que la factorizacién del trinomios tenga coeficientes enteros, entonces sera posible simplificar la expre-
sién por a.
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Ejemplo2.12 -Factorizando un trinomio de la forma ax? + bx + c.

Ejercicio dado 2x? +5x+3
Multiplicar y dividir por 2 w
Los divisores de ac=6,son 3y 2 (Zx"'?’)zﬂ
Factor comtn 2, en el segundo factor w
Se simplifica por 2 2x+3)(x+1)

En el trinomio (2x)% +5(2x) +6, interpretamos que el coeficiente b, del término en x, es 5, y el término constante es
6. Con base en estos valores se buscan los ntimeros B y D, que para el ejercicio fueron 3 y 2.

Ejemplo2.13 -Factorizando un trinomio de la forma ax? + bx +c.

Divisores
Ejercicio Mult. y div.pora B D Factorizacion Factor comtin Simplificar
2 _ _ _ _
342 — 10x—8 (Bx) 103x)—24 9 _12 Bx+2)(3x—-12) Bx+2)3(x—4) (Bx+2) (x—4)
3 3 3
4x)%> —11(4x) +24 4x-3)(4x— 4x-3)4(x-2
T P e LG ko2 S e I T BN ) Gl R O o)
4 4 4
10x)? + (10x) — 2 1 10x—4 2x+1)25x-2
1052+ x—2 (10x) +1(00x) 0 5 4 ( 0x+51(() 0x—4) 5Q2x+ iO(Sx ) 2x+1) Gx—2)

Trinomio cuadrado perfecto, TCP

De los productos notables para el cuadrado de la suma o diferencia de un binomio, se obtiene como resultado un

trinomio que recibe el nombre de trinomio cuadrado perfecto, es decir al calcular (A + B)? = A>+2AB+ B?, la expresion
A% +2AB + B? se llama TCP.

Procedimiento 2.5 —C6mo factorizar un trinomio cuadrado perfecto, TCP.
1. Identificar que:

a) Los términos de los extremos, deben tener raiz cuadrada exacta.

b) El término del medio, debe ser el producto de las raices cuadradas de los extremos, multiplicadas por
dos.

2. La factorizacion es:

a) Un binomio que es la suma o diferencia de las raices cuadradas de los extremos, elevado al cuadrado.

b) Elsigno lo determina el término central del trinomio.
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Ejemplo2.14 -Factorizando un trinomio cuadrado perfecto.

1. Identificar si es un TCP

¥ + 6x + 9

7 7
x2=x V9=3

El termino del medio es 2(x)(3) = 6x

Se cumplen las dos condiciones del procedimiento, por tanto se factoriza como un TCP, obteniendo: (x +3)?

El signo entre los dos términos de la factorizacién, es positivo, porque el término de en medio en el trinomio dado,
es positivo.
Los ejercicios del siguiente ejemplo son TCP y por tanto, debemos entender que nos estdn hablando de una expresiéon
de la forma A% +2AB + B%.

Ejemplo2.15 -Factorizando un trinomio cuadrado perfecto.

Comprobar si es TCP Factorizar
Ejercicio dado VA2=A VB2=B 2AB  (A+B)?
4x% +12xy +9y? Vax?=2x V9yZ=3y 12xy (2x+3y)

9a%b? —24abc+16¢®> V9a?b?=3ab  V16c¢2=4c 24abc (3ab-4c)?

2

2 2 1
L +3y+9 VE=3y V9=3 3y (§y+3
cos20 —6¢osH +9 Vcos20 =cosf +9=2 6cosd  (cosf —3)?

Trinomio cuadrado por completacion

La completaciéon de trinomios a TCP es un procedimiento que se emplea con mucha frecuencia en Geometria
Analitica y Célculo, independientemente de si la expresion dada queda factorizada o no. Explicamos el proceso
independientemente de cudl sea el objetivo en un determinado ejercicio.

Procedimiento 2.6 —Completar un trinomio a un TCP por adicién y sustraccién

1. Factorizar por el coeficiente principal del trinomio a, cuando este es diferente de 1.
Calcular 2AB, es decir, establecer cudl debe ser el termino del medio para que el trinomio dado se un TCP.
Sumar y restar una cantidad tal que se tenga 2AB.

Factorizar como un TCP.

(S T

En algunos casos es posible que la expresién se pueda factorizar atn més.

Al hablar de trinomio nos referimos a ax? + bx + c y A*>+2AB + B? cuando es un TCP, pero, en general en 4lgebra
se clasifican expresiones como trinomios de tipo cuadrético, cuando el grado es 2n y el exponente del término del
medio es n, para algtin entero positivo n.
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Ejemplo2.16 -Factorizando un trinomio por adicién y sustraccién.

El trinomio x* + x*y* + y* es de tipo cuadrético, y no puede ser factorizado por los métodos anteriores, pero
A=x*y B=y? asi que sumando y restando x*y? se obtiene x* +2x?y? + y* — x*y?, lo cual se factoriza de la
siguiente forma.

xt+2x%y2 + yt - x2y? Ejercicio dado

(x* +2x2y% + y*) — x%y? Agrupacion de términos

(x2 + y2)° — x2y? Factorizando el TCP

[(x*+y?)—xy][(x*+y*) +xy] Factorizando como una difrencia de cuadrados

2

La expresion x? + x?y? + y* se ha factorizado como (x? — xy + y?) (x + xy + y?)

Notemos que las expresiones en los paréntesis son trinomios de tipo cuadratico y por tanto podemos aplicar el
procedimiento de completacién de TCP, aunque la expresién obtenida no va a ser una factorizacién.

Ejemplo2.17 -Completando un trinomio a TCP.

El trinomio x? — xy + y? es de tipo cuadrético y si se suma y resta xy se obtiene x* —2xy + y* + xy lo cual se
factoriza asi.

x*-2xy+y*+xy  Ejercicio dado
(x*—2xy+y*)+xy Agrupacién de términos
(x+y)* +xy Factorizando el TCP

” 2 oy .
Pero podemos notar que la expresion (x+y)” + xy, no es una factorizacién, debido a que es la suma de
dos expresiones.

En el gjercicio se pudo haber sumado y restado 2xy para obtener x2 +2xy + y2 —3xy, y luego llegar a (x+ y)* - 3xy.
Sélo la practica y el contexto determinan cudl es el proceso mas adecuado de completacién de un trinomio a TCP.

Procedimiento 2.7 —Completando un trinomio a TCP.

3x% +6x+2 Ejercicio dado
3(x*+2x)+2 Agrupar los términos de x y factorizar por el coeficiente principal del trinomio 3

3[(x*+2x+1)-1]+2 Completar el TCP

3[x+D*-1]+2 Factorizar el TCP
3(x+1)?%-3+2 Ley distributiva
3(x+1)2-1 Simplificacién

El ejemplo precedente, ilustra otra forma de completacién de trinomios a TCP.
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Esquema de tanteo general

Procedimiento 2.8 —Método de tanteo en cruz para trinomio de tipo cuadratico.
1. Expresar el primer término del trinomio como producto de dos de sus divisores.
2. Expresar el tltimo término del trinomio como producto de dos de sus divisores.

3. El término de la mitad del trinomio debe ser igual a la suma de los productos de los términos que indica la
cruz.

Ejemplo2.18 -Factorizando un trinomio por tanteo general.
3x> + 5x + 2
3x >< 2=(x)(2) =2x
X 1=0CBx)(1)=3x
=5x

Los factores que componen la respuesta son (3x +2) (x + 1)

En el proceso de tanteo o célculo de los divisores, hay que determinar los signos adecuados a fin de que se
cumplan las condiciones del procedimiento.

Ejemplo2.19 -Factorizando un trinomio por tanteo general.
4xzy2 - xy - 3
4xy +3=3xy
Xy >< -1=-4xy
= —xy

Los factores que componen la respuesta son (4xy +3) (xy —1)

Usando la formula general

Propiedad 2.5 Féormula general
Sea la ecuacién cuadratica ax?® + bx + ¢ =0, las raices estan dadas por la férmula

_ —bxVb?-4ac
- 2a

X

Segtn el teorema del factor, si x = ¢ es una raiz del polinomio P(x), entonces (x — ¢) es un factor. Esta propiedad
nos permite obtener los factores del trinomio.

Procedimiento 2.9 —C6mo factorizar un trinomio empleando la férmula General.

1. Aplicar la férmula General.
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2. sir y rp son las raices del trinomio, entonces sus factores son (x—r;) y (x—12)

Ejemplo2.20 -Factorizando un trinomio empleando la formula Generall.

En primer lugar identificamos los coeficientes del trinomio: 8x%2-22x-21:a=8,b=-22 y c=-21.

-b+Vb?-4ac
Con ellos se reempaza en la férmula General B
a
—(-22)+V/(-22)2-4(8)(-21) 22+/484+672 22+34
= = por lo tanto
2(8) 16 16
56 7
rl = —_— = —
16 2
-12 3
r2 = —= =
16 4

7
Para determinar los factores del trinomio partimos del hecho que x; = 3 =2x1=7=2x1—-7=0, con lo cual uno

de los factores es (2x 7).
Aplicando un procedimiento similar con la segunda solucién, se puede concluir que la factorizacién es
(2x—-7)(4x+3)

Empleando de forma estricta el paso dos del procedimiento se obtiene (x— 1) (x+ 3) = 0, esta expresion al ser una
ecuacion se puede multiplicar por cualquier ntimero real, convenientemente por 8 de la siguiente forma 2 (x— )4 (x+ 3) =
0-8 que es equivalente a (2x —7) (4x + 3) = 0, luego de aplicar distributiva. Lo anterior con el objeto de presentar la fac-

torizacién con coeficientes enteros, siempre que sea posible.

Ejemplo2.21 -Factorizando un trinomio empleando la formula General.

Identificar Raices
Ejercicio a b c r T Factorizacion
x*-6x-16 1 -6 -16 -2 8 (x+2)(x-8)
¥ +xy—12y? 1 1 -12 |3 -4 | (x-3y)(x+4y)
6x®+x—35 6 1 -35 | -3 -1 | (2x+5)(3x-7)
¥®+B-v2)x-3v2 |1 3-v2 -3v2 | v2 -3 | (x-v2)(x+3)
~3a®+8a+60 -3 8 60 6 -2 (-a+6)3a+10)




Fracciones

Definicion 3.1 Definiciéon fraccién algebraica

Es una expresion algebraica en la que su numerador o denominador contiene por lo menos una variable

Dos o més fracciones algebraicas se pueden sumar, restar multiplicar y dividir.

Procedimiento 3.1 —Simplificacion de fracciones algebraicas a su minima expresién
Es un procedimiento por medio del cual se reduce la fraccién recurriendo a la cancelacién de factores comunes

al numerador y denominador.
Para simplificar una fraccién algebraica suele ser necesario factorizar su numerador y denominador.

Ejemplo3.1 -Simplificando una fraccion.

Fraccién dada

Fraccién simplificada

3x?
9x
(x+1x
X
(x+1Dx
(x+1)
Vxy
Vxy?
cosf+1
1+ cos@

W&

(x+1)

=

< |~

—

3.1 Multiplicacion y division de fracciones algebraicas

Para efectuar la multiplicacién o divisién indicada de dos fracciones, se aplica la siguiente propiedad.
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Dadas las fracciones —

BY D

A C AC
1. La Multiplicacién 3D e calcula como —

Propiedad 3.1 Multiplicacién y/o divisién de fracciones.

BD

C AD

A
2. La Division — + — es —
B D

BC

Ejemplo3.2 -Operando fracciones.

Ejercicio dado | Aplicando la propiedad | Simplificando
i il i i
x*  Ax x?-4x 4x?
’b 2h-
a2.4 apve ab
c c-a
x (x-y) | x(x-y) 1
(x-y) = | P(x-y) x2
cos’d  6° cos®0-cosf cos®6
6  cosf 0-02 63

CAPITULO 3. FRACCIONES

Hay ejercicios en los cuales es necesario factorizar para simplificar luego de operar fracciones.

Ejemplo 3.3 -Operando y empleando factorizacién para simplificar fracciones.

Minimo comun multiplo de expresiones algebraicas

Es un procedimiento necesario para poder reducir dos o mds fracciones a una sola fraccién equivalente.
Para calcular el minimo comtn multiplo entre dos o mds expresiones algebraicas se debe aplicar el siguiente proce-

dimiento

Ejercicio dado Aplicando la propiedad | Factorizando Simplificando
x-7 x*-1 x-7)(x*-1) x-Nx-1x+1) | x+1
x-1 3x-2 (x—1)(Bx-21)’ 3(x—1)(x-7) 3
x*-2x-8 x-4 | (¥*-2x-8)(x+3) (x—4)(x+2)(x+3) | x+2

x2-9 x+3 (x2-9)(x—4) (x-3)(x+3)(x—4) | x-3

=9 x=5 (x>-9)(x-5) (x—3)(x+3) (x-5) -3
x¥2-6x+5 x+3 | (x2-6x+5)(x+3) (x=5)(x—1)(x+3) 1

7 L Xy 7(x-2) 7(x-2) 7
x¥2-4 x-2 xy(x%-4) xy(x—2)(x+2) xy(x+2)
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Procedimiento 3.2 —Calculo del minimo comtin multiplo de expresiones algebraicas.

1. Factorizar todos y cada uno de los polinomios dados

2. Determinar los factores repetidos y no repetidos con su mayor exponente.
Este serd el minimo comtn multiplo

Para el caso de monomios, aplicamos tinicamente el paso dos del procedimiento.

Ejemplo3.4 -Cdiculo del MCM de monomios.

Ejercicio dado MCM
{3a*b;12ab?} 3ab

{24x%y3;12x% y?} 12x%y?
{-10x%y*; -20x%y%} | 10x?y*

Ejemplo de ejercicios en los cuales hay que factorizar antes del calcular el MCM

Ejemplo3.5 -Cdiculo del MCM de polinomios.

Ejercicio dado Fcatorizando MCM

(x2—4);(x® +4x+4) (x=2) (x+2); (x+2)? (x=2)(x+2)?

(4x? —4);(x* —2x+1) 4(x-1) (x+1);(x—1)? 4(x+1)(x—1)?

(x> +x-6);(x*+4x+3) | (x+3)(x—2);(x+3)(x+1) (x+3)(x-2)(x+1)
(x*=x);(2xt +2x3 +2x2) | x(x-D(x®+x+1);2x% (2 +x+1) | 222 (x—1) (2 +x+1)

3.2 Adicidn y sustraccion de fracciones algebraicas

La reduccién o combinacién de fracciones entre las cuales hay indicada una operacién de suma o resta, se hace
expresdndolas en fracciones equivalentes que tengan un denominador comiin, es decir, homogéneas.
Cuando se van a sumar o restar fracciones, todas deben tener el mismo denominador, ser homogéneas.

Procedimiento 3.3 —Reducciéon de fracciones al Minimo Comtdn Denominador
1. Se calcula el minimo comtn miltiplo de las fracciones.
2. Se buscan las fracciones equivalentes con el denominador comun.

3. Se suman o restan las fracciones cémo fracciones homogéneas.

El minimo comtn multiplo, el el procedimiento empleado para calcular el minimo comtin denominador.
El ejemplo ilustra como reducir fracciones, cuando sus denominadores son monomios.
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Ejemplo3.6 —Reduccién de fracciones al MCD con monomios como denominador.

1 3 5

— 2 7 Ejercicio dado
4x  8x% 4x3

8x3

4x

8x3

8x2

8x3

4x3

2x> 3x 10
83 81 8
2x*+3x-10

8x3

MCD{4x;8x%4x3} =8x | Célculo del MCD

=2x? | EIMCD se divide por cada denominador

Multiplicar denominadores y numeradores por los cocientes obtenidos

Operar las fracciones homogeneas

Cuando se multiplican denominadores y numeradores por los cocientes obtenidos, estas fracciones son homogé-

neas, mismo denominador.

Ejemplo3.7 -Reduccién de fracciones al MCD.

3 3 2 Y
y-2 y+2 y:-4

(r-2)(y+2)
(v-2)
(r-2)(y+2)
(y+2)
(r-2)(y+2)
(v-2)(y+2)

3(y+2) 2(y-2) y

=(y+2)

(r-2)(y+2) (r+2)(y-2) (¥+2)(y-2)
3y+6-2y+4-y
(r+2)(y-2)
10
(r+2)(y-2)

MCD{(y-2);(y+2);(y-2) (y+2)} =(-2)(y+2)

Ejercicio dado

Célculo del MCD

EI MCD se divide por cada denominador

Amplificar las fracciones
Operar las fracciones homogéneas

Simplificar

Amplificar una fraccién, es un proceso que consiste en multiplicar numerador y denominador, por un factor

diferente de cero.

En ciertos ejercicios es conveniente hacer un cambio de signo, que permita determinar un MCD mas simple.
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Ejemplo3.8 —Reduccién de fracciones al MCD con cambio de signo en el denominador.

5 10
—— Ejercicio dado
x+3 9-x2
5 5 10

—+
1 x+3 x2-9

Cambio de signo

{I;(x+3); (x+3)(x-3)} =(x+3)(x-3) MCD

&1@_3) = (x+3) (x—3) Dividir el MCD

W =(x-3) por cada denominador
(x+3)

(x+3) (x—3) .

(x+3) (x—3) -

5(x+3)(x—3)_ 5(x—-3) 10

1 Amplificar las fracciones
(x+3)(x-3) (x+3)(x-3) (x+3)(x-3)

5(x*=9)-5(x—3)+10 5x®>—45-5x+15+10
(x+3)(x—3) - (x+3)(x—3)

Operar las fracciones homogéneas/Ley distributiva

5x%—5x—20
(x+3)(x—3)

Reduciendo términos semejantes

3.3 Fracciones continuas y complejas

Una fraccién es compleja cuando en su numerador o denominador hay a su vez una fraccion.

Para simplificar una fraccién compleja a su minima expresion, es necesario comenzar a realizar las operaciones
de adicién o multiplicacién que estén indicadas entre dos o més fracciones.
Este proceso se ilustra con los siguientes ejemplos.
Este ejemplo muestra como se simplifica una fraccién compleja, que es la divisién de dos fracciones.

Ejemplo3.9 -Divisién de dos fracciones.

vy Producto de Extremos
Xy e 1
Extremos I: xx_yy :] Medios = % > —
y
Producto de Medios

=
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Ejemplo3.10 -Simplificacién de una fraccién compleja.

Pl _x2-1
x X
1 _x+1

1+ ==

Reemplazamos en el ejercicio dado

x*-1

x(x—-1)(x+1)
= =x-1
x(x+1)

=
><|+b<




Potenciacion.

Potenciacion

Definicion 4.1 Potenciacion
Sean a, b Reales y nun Z*, se define a" asf
n _ —
a"=a-a-a-a..a=>b
————
nveces a

a es la base, n el exponente y b la potencia

De la definicién se aprecia que la potenciacién es una operacién definida en términos de una multiplicacién.
Potencias que resultan con frecuencia.

Vocabulario 4.1 Potencias especiales

D. a’=1 Todo ntimero Real elevado a la cero equivale a 1, con a #0
2). al=a Todo ntimero Real siempre tiene exponente 1
_1 l _1 . . . .
3. a =-— a " es el inverso multiplicativo de a, con a #0
a

-1 -1
4). (%) = (2) (%) es el inverso multiplicativo de (l—;), conaZ0yb#0

ay-n " ay-n b\"
5). (1—7) = (2) En general, (E) es el inverso multiplicativo de (5) ,cona#z0y b#0

4.2 Leyes de la Potenciacion.

A continuacién listaremos las leyes de la potenciaciéon en un orden que obedece al uso que se hace de ellas, en

funcién de su aplicacién en la simplificacion.

Propiedad 4.1 Potencia de una potencia.
(am)” =aq™

Es la misma base a elevada al producto m - n
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Ejemplo4.1 -Cdlculo de potencia de una potencia
(x2)"  Bjercicio dado
x@ @ Aplicamos la propiedad potencia de una potencia

x® Efectuamos el producto indicado

Propiedad 4.2 Potencia de un producto
(a-b)"=a"-b™

Es el producto de las bases a por b elevadas cada una al exponente m

Ejemplo4.2 -Cdiculo de potencia de un producto

Calcular (x-y)’
(x-y)"  Ejercicio dado

x"-y"  Aplicamos la propiedad potencia de un producto

Para efectuar una potenciacion, se suelen aplicar varias leyes de forma simultdnea, veamos un ejemplo donde se

apliquen dos leyes de forma simultdnea

Ejemplo4.3 -Simplificacién
Calcular (x3-y~2)~
(x3-y72)72 Ejercicio dado

(x3)7%-(y2)®  Aplicamos la propiedad potencia de un producto

x84 Aplicamos la propiedad potencia de una potencia

Propiedad 4.3 Potencia de un cociente.
m

5) =%

b

Es el cociente de las bases a y b con b # 0 elevadas cada una al exponente m

Ejemplo4.4 -Simplificacién

5
Calcular (f)
y
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x\5
(;) Ejercicio dado

5

70 Aplicamos las propiedades potencia de una potencia, de producto y de un cociente

Notemos que las propiedades enunciadas hasta ahora cumplen como funcién expresar cada base con un tinico
exponente, ademads, las leyes potencia de un producto y de un cociente se pueden entender como una ley distributiva
de los exponentes respecto del producto o cociente de potencias.

Propiedad 4.4 Producto de potencias con igual base a"-a" =a""™"
—_——
igual base a

Es igual a la misma base a elevada ala suma m+n

Ejemplo4.5 -Simplificacién

£\8
(;) x*>  Ejercicio dado
X0 x?
7 Aplicamos la propiedad potencia de un producto y se multiplican las fracciones
7
% hemos aplicado la propiedad Producto de potencias con igual base

Simplificar una potenciacién consiste en expresar el resultado final en potencias de niimeros primos, de forma
que cada base sélo aparezca una vez; como lo presenta el ejemplo, donde se han combinado las bases 2 y 3 en una
sola potencia.

Propiedad 4.5 Cociente de potencias con igual base

Es igual a la misma base a con a # 0 elevada a la diferencia m—nsi m>n

a® 1

a® ~ gvm

Es igual a uno sobre la misma base a con a # 0 elevada a la diferencia n—m si m<n

4.3 Simplificacion de una expresion con exponentes
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Ejemplo4.6 -Simplificacién.
22.7(4)7*(9° 3)?

22.(4)° (94
22.7(22) 7 (32)° 3)2

2 (22)° (32)
22.7(27%)(3%) (3?)

22 (219) (39)

22.7.278.36.32.272.2710.378  Definicién de inverso multiplicativo

Ejercicio dado

Descomponiendo los niimeros 4 y 9

Potencia de una potencia

2278-2-1036+2-87 Producto de potencias con igual base
2718307 Efectuando operaciones

7 o o
— Definicién de inverso multiplicativo y 3° =1
218

Ejemplo4.7 -Simplificacién.

Ejercicio dado

47162972\ (471639 7"
( 42629-3 ) +( 4361 )

((22)‘1%(32)‘2) “+((22)‘1<z-s>3 (32))

@FF() @Fes

28316 2-6.2.3 Potencia de una potencia, de cociente y producto

e T Dividir por a/b es multiplicar por b/a )
27b3%% 22.27°-37°-3 Se cancelan factores comunes cuando es posible

28.316.276.2.3
2-16.324 .92 .9-3.3-3.3-2

Descomponer en factores primos

Se efecttio la multiplicacién

28.316.276.2.3.216.324.972.93.33.32 Definicién de inverso multiplicativo
220372 Producto de potencias con igual base
220

£ Expresando con exponentes positivos




Radicacion.

5.1 Radicacion.
Definicion 5.1 Radicacion
Sean a, b Reales y nun Z*, se define {/a asi
V/a=bsiysolamentesi b" =a

a es el radicando, n el indice y b la raiz

Observemos que la radicacién es una operacioén en la que se busca una base b (llamada raiz) tal que al aplicarle el
exponente n de como resultado a, es asi como la radicacién es una potenciacién en la que se desconoce la base.

Ejemplo5s.1 —Cdiculo de una Raiz con dos soluciones.

Calcular v4
Buscamos un niimero b tal que b? sea 4; hay dos opciones para by son 2y —2.

Siempre hay forma de verificar si el nimero hallado cumple con el célculo realizado, en efecto veamos que 2% = 4
y también (-2)? = 4. La forma de presentar la respuesta puede ser escribiendo v4 = +2, 0 se puede formular por
separado que V4 =2y V4=-2.

Ejemplo5.2 -Cdilculo de una Raiz con Unica solucién.

Calcular v/-8
Buscamos un ntimero b tal que b® sea —8; hay s6lo una opcién para b y es —2, es decir v/—8 = 2.

La solucién de un raiz puede ser exacta, siempre que el radicando sea una potencia cuadrada o ctibica, como en
los dos ejemplos anteriores; pero existen ejercicios de radicacion en los cuales el valor de la raiz es un decimal infinito
y para su calculo debemos recurrir a dispositivos como calculadoras o computadores.
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Ejemplo5.3 -Cdlculo de una Raiz inexacta.

Calcular v/5

Buscamos un nimero b de forma que b? sea 5; de la potenciacién sabemos que 22 = 4 y 32 =9, asi que la raiz
debe ser un ndmero entre 2 y 3, lo cual significa que no es un entero.

El célculo que se muestra a continuacién fue realizado en el sistema en linea Wolfram Alpha.

V/5 = 2,236067977499789696409173668731276235440618359611525724270897....

No se pretende dejar la idea que una raiz es inexacta cuando su solucién no es entera, asi por ejemplo \/E es 2,

que es un valor exacto y no es un entero, pero tampoco es una aproximacién como la raiz calculada en el ejemplo
anterior.

En Matematicas se privilegia la exactitud en los calculos sobre las aproximaciones, motivo por el cual todas las
raices inexactas se operan en su forma mds simple y sélo se recurre a una aproximacién de ellas en casos muy
especiales de las aplicaciones en la solucién de problemas.

Ejemplo5.4 -Cdlculo de una Raiz sin solucién Real.

Calcular v—4
Buscamos un ntimero b tal que b? sea —4; habria dos opciones para by son 2 y —2, sin embargo, notemos que
tanto 22 como (—2)% no es —4 sino 4; asf que concluimos que v—4 no existe en los Reales

La radicacion es una operacién que no cumple con la propiedad clausurativa, que si se cumple en la adicién y
multiplicacién; asi que se puede concluir que no siempre es posible determinar la raiz de un ntiimero real, este hecho
es de suma importancia, toda vez que en dlgebra y calculo esta idea se emplea con mucha frecuencia al determinar
el dominio de una funcién o la naturaleza de las soluciones de una ecuacién.

Definicion 5.2 Def. Alternativa de Radicacion como una potencia

Sean a 'y m Reales; y n Z*, se define Va™ asi
V=g s Yl exi
a™=a" siempre que Va™ exista

a es el radicando, n el indice y m el exponente del radicando

Veamos un ejemplo del uso de la definicién alternativa de Radicacién como una potencia, en funcién del calculo
de raices.

Ejemplo5.5 -Uso de la definicién alternativa de la Radicacién.

Calcular el valor de v25
V25  Ejercicios dado

V52 Se descompone el radicando, es decir 25 = 5

5¢ Aplicacion de la definicién alternativa de Radicacién

5 Se obtiene este resultado luego de simplificar el exponente

En la préctica, el célculo de la rafz planteada se efectta asi: v/25 = </ 5¢ =5, pero la utilidad de la definicién
alternativa de la Radicacién se evidencia en un célculo como el que sigue.



5.2 Leyes de la Radicacion. 43

Ejemplo5.6 -Uso de la definicién alternativa de la Radicacion.

Calcular el valor de v625
V625  Ejercicios dado

V54 Se descompone el radicando, es decir 625 = 54
{/ 54 Aplicacién de la definicién alternativa de Radicacién

4
5 Se obtiene este resultado luego de simplificar >

25 Se efecttia la potenciacién

Note que se aplicé la definicién alternativa de la radicacién, aunque no se escribié de forma explicita en el proceso
de calculo del ejercicio dado, pero, en todo caso, la practica en Matematicas es fundamental a la hora de dominar las
definiciones y propiedades a emplear en las operaciones aritméticas en funcién de la eficiencia o rapidez al momento
de realizar los procedimientos pedidos.

5.2 Leyes de la Radicacion.

En razén a que no todas las raices de niimeros Reales son exactas y que con frecuencia debemos hacer célculos
que involucran varios radicales, lo que resta del capitulo estard dedicado a las propiedades de la radicacién que van
a ser muy utiles para efectuar operaciones entre radicales, conservando la exactitud en los célculos.

Propiedad 5.1 Potencia de una Raiz.
(¥a)" = a siempre que ¥/a exista

Ejemplo5.7 -Simplificacién de Potencia de una Raiz.

Uso Correcto Uso Incorrecto
Calcular (v/49)* Calcular (v=4)*
(¢ (=

49 -4

2 . . . .
En el caso (v/-4)°, es incorrecto ya que v/—4 no existe, como lo exige la propiedad.

Propiedad 5.2 Raiz de una Potencia.
Para simplificar V/a" se deben considerar dos posibilidades.

1). Indice n par 2). Indice n impar
Va"=|al Va"=a

El ejemplo que sigue presenta tres opciones en las cuales hay que aplicar la propiedad a fin de obtener la simpli-
ficacion.
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Ejemplo5.8 -Simplificacién de Raiz de una Potencia.

Efectuar cada una de las siguientes operaciones:
V54 Vit V23 V(=3
151 [ 4] 2 -3
5 4 2 =8

hasta el momento hemos visto como calcular raices de nimeros reales sin el uso de la calculadora. En sintesis
podemos decir que hay raices exactas e inexactas y, raices de indice par e impar. Una raiz de indice par tiene dos
respuestas, pero no existen raices de indice par de ntimeros Reales negativos. En contraste con lo anterior las raices
de indice impar sélo tienen una respuesta, y siempre va a existir la raiz con indice impar de cualesquier ntimero Real.

En lo sucesivo consideramos s6lo la solucién positiva de las raices de indice par de ntiimeros reales positivos.!

5.3 Simplificacion de un Radical.

Hemos efectuado el célculo de radicales cuya raiz es exacta. Hay radicales cuya raiz no es exacta, pero a fin de rea-
lizar ciertas operaciones, es posible expresarlos de forma simplificada. En las propiedades que siguen supondremos
que todas las raices existen.

Propiedad 5.3 Raiz de un Producto
Va-b=¥a Vb

La Raiz de un Producto es igual al Producto de las Raices

Ejemplo5.9 -Simplificacién de un Radical.

Simplificar v20
V20 Ejercicio dado
V22.5  Descomponer en factores primos el radicando 20

V225 Aplicando la propiedad Raiz de un Producto

é/;\/g Aplicando la propiedad Raiz de una Potencia
2v5 Resultado

El uso de las leyes de la multiplicacién son fundamentales para realizar cdlculos de simplificacién. El ejercicio
siguiente muestra la necesidad de aplicar la propiedad disociativa de la multiplicacién para expresar la potencia 23
como 22-2.

Ejemplo5.10 -Simplificacién de un Radical.

Simplificar v72

1Se consideran las dos soluciones de una raiz de indice par de un ntimero Real, cuando son el resultado del célculo de la solucién de una
ecuacion.
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V72 Ejercicio dado
V23.32 Descomponer en factores primos el radicando 72
V22.2.32 Disociar convenientemente 2° en dos potencias de forma que una de ellas sea un cuadradro

perfecto como es 22

V22v2V/32 Aplicando la propiedad Raiz de un Producto

@(/3?\/5 Aplicando la propiedad Raiz de una Potencia
2-3v2 Se efecttia el producto de las dos raices obtenidas

6v2 Resultado

Las propiedades de las operaciones entre nimeros Reales se aplican en cualquier sentido, es decir, en el ejemplo
anterior se aplicé la propiedad (5.3) de derecha a izquierda, expresando la Raiz de un producto como el producto
de dos raices. Cuando estamos realizando una simplificacién puede ser conveniente usar las propiedades en el otro
sentido, en este caso especifico vamos a presentar un ejemplo en el cual es mas ttil expresar el producto de dos raices
como la raiz del producto de sus radicandos.

Ejemplo5.11 -Simplificacién de un Producto de Radicales.

Simplificar v6v/30
V6v/30 Ejercicio dado
vV6v30=v6-30  Aplicando la propiedad Raiz de un Producto
V180 Multiplicando 6 por 30
V22.32.5 Descomponer en factores primos el radicando 180
(/2(/;\/5 Aplicando las propiedades Raiz de un Producto y Raiz de una Potencia
2-3v5 Se efecttia el producto de las dos raices obtenidas
6v5 Resultado

El ejemplo nos presenta un ejercicio en el cual se aplica una misma propiedad en distinto sentido con el objeto de
obtener la simplificacién de la operacion.

Propiedad 5.4 Raiz de un Cociente

La Raiz de un Cociente es igual al Cociente de las Raices

Ejemplo5.12 -Simplificacién de un Radical.

Simplificar 1/ 20
121
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50 .

— Ejercicio dado

121

52.2 . , 50
T Descomponer en factores primos el radicando il

5%/
ﬂ Aplicando las propiedades Raiz de un Cociente, de un Producto y de una Potencia

—_— Resultado

Mostramos ahora un ejemplo donde la simplificacién se logra cuando aplicamos la propiedad Raiz de un cociente
en sentido contrario a lo presentado en el ejemplo precedente.

Ejemplo5.13 -Simplificacién de un Radical.

Simplificar @

V2
V18
——  Ejercicio dado
vz o
18 . ] a :
> Aplicando la propiedad Raiz de un Cociente

V9  Simplificando la fraccién %
3 Resultado

Otra forma de realizar este ejercicio es descomponiendo 18 como 32 -2, luego simplificar v32-2 a 3v/2, con lo cual
. 3v2 . . . .
se obtiene 7\/2_ y al simplificar el factor comin v'2 logramos llegar al mismo resultado 3.

Las propiedades o leyes de la radicacién ofrecen una variedad de caminos posibles, segtin se opte por la aplicacién
de una u otra propiedad al momento de simplificar una expresién, sélo la practica nos permitird saber cual es el
camino mds econdmico y simple posible al momento de realizar una cierta simplificacién.

Propiedad 5.5 Raiz de una Raiz

{/va="va

La Raiz de Raiz de a es igual a la Raiz de a con indice igual al producto de los indices ny m

Ejemplo5.14 -Simplificacién de un Radical.

Simplificar \2/ V64
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/ Vo4 Ejercicio dado
Aplicando la propiedad Raiz de una Raiz

= o
(o]
R-J

Descomponer en factores primos el radicando 64

Aplicando la propiedad Raiz de una Potencia

\S]
<
S~

Resultado

La propiedad anterior nos permite expresar como un sélo radical la raiz de una rafz de diferente indice; ocasio-
nalmente se requiere expresar o simplificar como un sélo radical el producto de dos radicales de diferente indice.

Ejemplo5.15 -Simplificacién de un Radical.
Simplificar a un sélo radical v2v5

V2v5 Ejercicio dado
23V/52  Definicién alternativa de un Radical

V23.52  Aplicando la propiedad Raiz de un Producto

V200 Resultado, luego de efectuar las operaciones indicadas

En el paso dos del ejemplo, la definicién alternativa de un radical se aplico en este sentido. Lo primero es ver que el
MCM entre 2 y 3 es 6, por lo cual para poder representar los dos radicales en uno sé6lo, deben tener el mismo indice, el
cual es 6. Ahora, tenemos el radical V/2, que expresado segtin esta definicion es 2/2, necesitamos que el denominador
sea 6, asi que amplificamos la fraccién 1/2, multiplicando por 3 tanto el numerador como el denominador, obteniendo
2%/6 que expresado nuevamente como un radical es v/23. Dejamos al lector el analisis del otro radical.

Simplificacion de Cocientes y Productos de Radicales.

Las propiedades de la radicacién se pueden emplear convenientemente al momento de efectuar operaciones in-
dicadas de radicacién, los ejemplos que siguen ilustran esta idea.

Ejemplo5.16 -Simplificacién de un cociente de Radicales
Simplificar %
Ejercicio dado

Raiz de un cociente

Simplificacion de fracciones

Descomposicién en factores

Raiz de una potencia
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Ejemplo5.17 -Simplificacién de un producto de radicales

Evaluar \/% V2
v/ 22—5 V2  Ejercicio dado
V2 V2

T Raiz de un cociente

Se efecttia el producto de fracciones y se aplica raiz de un producto en el numerador

ST

Se calculan las raices de 4 y 25

5.5 Simplificacion de Potencias y Radicales.

Es frecuente hallar ejercicios en los cuales estdn indicadas operaciones de potenciacién, radicacién, adiciones y
sustracciones y, como de costumbre, se van efectuando las operaciones mas internas como lo presenta el ejercicio
siguiente.

Ejemplo5.18 -Simplificacién de una expresidén con radicales

Simplificar \/\/12 + \/§2 +2v36-127-3
\/\/Z2 +v9°+2v36-27-3 Ejercicio dado

\/ V2 +v9°+2v/36- V8l  Efectuando el producto 27-3

\/ VE +V8 +2V62 - V92 Descomponiendo los ntimeros 36 y 81

V4+9+2-6-9 Se aplica raiz de una potencia
V16 Simplificando el radicando, efectuando las operaciones indicadas
4 Se halla la raiz de 16

La préctica va permitiendo realizar de forma conveniente ciertas operaciones, note como en los ejercicios anterio-
res se ha descompuesto en factores, no primos, nimeros como 81 = 92, esto con el objetivo de aplicar la propiedad
de raiz de una potencia de forma mds inmediata, ya que si se descompone como 81 = 3%, no es tan inmediato que se
simplifica el indice del radical con el exponente, aunque en tltimas se llegaria al mismo resultado.

5.6 Racionalizacion.

La racionalizacién es un procedimiento que consiste en determinar una expresion equivalente pero en la cual el
radical aparezca en el numerador.?.

2En calculo diferencial se suele emplear la racionalizacién pero para eliminar el radical del numerador
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Procedimiento 5.1 Racionalizacion de un Radical de Indice Dos.

Para racionalizar una expresién de la forma — se amplifica la fraccién multiplicaindola por v/a, ast

Ja
b _b-ya b-ya_ b-ya

Va_ Vava ya@  a

El objetivo al amplificar la fraccién multiplicdndola por v/a es aplicar la propiedad de los radicales (5.1) en el
denominador y asi poder eliminar el radical del mismo.

Ejemplo5.19 -Racionalizar un Denominador.

Racionalizar 2

V3
\/% Ejercicio dado
\%‘/\% Amplificar la fraccion multiplicando por v/3
%ﬁ Simplificar aplicando la propiedad (5.1) de la radicacién

Ejemplo5.20 -Racionalizar un Denominador.

Racionalizar %ﬁ
%é Ejercicio dado
3\%{\25 Amplificar la fraccién multiplicando por v2
% Simplificar aplicando la propiedad (5.1) de la radicacién
4-v2

Simplificar por el factor comudn 2

w|

Procedimiento 5.2 Racionalizacién de un Radical con Indice mayor a Dos

Para racionalizar una expresién de la forma con n # 2 se amplifica la fraccién multiplicindola por ¥ aP, asi

ﬂam

b b-VaP b-VaP .
= siempre que m+p=n

Vam ~ Wam @b

Significa que en este caso hay que tener en cuenta el exponente que tiene el radicando, para poder multiplicar por
una potencia conveniente, veamos un ejemplo

Ejemplo5.21 -Racionalizar un Denominador.

Racionalizar =

V3
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% Ejercicio dado

%%5;2 Amplificar la fraccién multiplicando por v32

5';3%2 Simplificar aplicando la propiedad (5.1) de la radicacién y potenciacién
5V32

Simplificar por el radical

w

Procedimiento 5.3 —Racionalizacién de una Resta de radicales de Indice dos.
Para racionalizar la expresién se amplifica multiplicando por (\/E + \/5), es decir

$

c c-(\/ﬁ+\/5) c-(\/ﬁ+\/5)

Vavb (Va-vi) (Vasvb)  a-b

Ejemplo5.22 -Racionalizar una Diferencia de Radicales.

. . . ., 4
Racionalizar el denominador de la expresion Avs
\/gﬁ i Ejercicio dado
Kl Amplificar multiplicando por (V3 +v2)
(V3—v2){(V3+V2) P P P
4'(?_; 2 Simplificar aplicando distributiva el denominador
4(V3+V?2) Respuesta, luego de efectuar la resta en el denominador.

El paso tres, puede ser entendido como una aplicacién del procedimiento (5.3) o como la aplicacién de la ley
distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma, en efecto, la operacion (v3-v2)- (V3 + v2), se resuelve ast:

(V3-v2)-(V3+V2) = V3V3+33VE-+BVI+V2v2= V3 - V2 =3-2=1
En el proceso de célculo se han aplicado, ademads de distributiva, propiedades de exponentes y radicales.

Procedimiento 5.4 Racionalizacién dce una Suma de radicales de Indice dos
Para racionalizar la expresién p se amplifica multiplicando por (\/E = \/E), es decir

ol efva-vy
va+vb (ya+vb)-(va-vb) @b

Ejemplo5.23 -Racionalizar una Suma de Radicales.

. . . ., -6
Racionalizar el denominador de la expresion Tk



5.6 Racionalizacion. 51

ﬁi—f\/g Ejercicio dado
-6-(V11-V5 o/ .1
m Amplificamos multiplicando por (V11 + V/5)
%};ﬁ’) Simplificando el producto en el denominador
= '(‘/;71_ v Efectuando la resta en el denominador
—(vV11-v5 esultado luego de cancelar el factor 6
V11-V5 Resultado luego d lar el f.

En los dos ejemplos de simplificacién de sumas y restas de radicales mostrados, no efectuamos el producto en el
numerador, ya que con frecuencia el resultado del denominador se cancela con un factor en el numerador. Veamos
un ejemplo en el cual si sea necesario efectuar la multiplicacién en el numerador con el objetivo de simplificar la
expresion dada.

Ejemplo5.24 -Simplificacién de un radical.

. . 1-21/14
Racionalizar NG
{%ZT\/\E Ejercicio dado

(1-2vT)-(V7-v2)
(Vv (Vi-V2)

ﬁ—\/é-z\/ggﬁ #2142 Realizar distributiva en el numerador y denominador
M Propiedad, producto de radicales, v14v7 = V14-7 = /98

M Simplificacion de radicales, V98 =v49-2=v72.2=7v2

Multiplicar por el factor (v7 - v2)

M Efectuando multiplicaciones indicadas
it Simplificando los radicales comunes
V7-3V2 Resultado, luego de dividir todos los términos por 5

En el paso tres del procedimiento, en el denominador se efectu6 la propiedad distributiva, pero ya se sabe que
su resultado es 7 -2, de los ejercicios precedentes. El aspecto a resaltar es que se identifica por cual factor hay que
multiplicar la fraccién para poder eliminar los radicales del denominador, lo demaés en el desarrollo, son operaciones
y propiedades de la potenciacién y radicacién.
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6.1

Ecuaciones y sistemas de ecuaciones

Definicion 6.1 Definicion de ecuacion

Una ecuacién es una igualdad que contiene una o varias incégnitas.

Una incégnita representa un ndmero real tal que al evaluar la ecuacion con esa cantidad, la ecuacién se convierte
en una igualdad. Este proceso se denomina de verificacién, ya que con él se puede establecer si un determinado valor
es en efecto una raiz de una ecuacion.

Las ecuaciones se clasifican segtn su forma algebraica y en consecuencia hay un procedimiento para hallar su solu-
cién o raiz, en caso de que exista.
La ley de uniformidad de la igualdad, se emplea constantemente cuando se busca la raiz de una ecuacién.

Propiedad 6.1 Ley de uniformidad de la igualdad.

1. Si a ambos miembros de una igualdad se les suma o resta una misma cantidad real, entonces la ecuacién
no se altera.

2. Si a ambos miembros de una ecuacién se les multiplica o divide por una constante diferente de cero,
entonces la ecuacién no varia.

3. Si a ambos miembros de una ecuacién se les extrae la misma raiz, entonces la ecuacién que resulta tiene al
menos, las mismas soluciones que la ecuacién original.

4. Si ambos miembros de una ecuacién se le eleva a una misma potencia, entonces la ecuacién resultante
tendrd al menos, las mismas soluciones que la ecuacién original.

Cuando una ecuacién es manipulada mediante una aplicacién de la potenciacién y/o radicacién, puede ocurrir
que la nueva ecuacién tenga soluciones que no verifican a la ecuacién original.

Ecuaciones lineales

Definicion 6.2 Ecuacion lineal

Una ecuacién de la forma ax+b =0, con a #0, se llama lineal o de primer grado
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Procedimiento 6.1 —Solucién de una ecuacién de primer grado o lineal.

Para resolver una ecuacién lineal se aislan todos los términos que contienen a la variable en el lado izquierdo y
los que son constantes en el lado derecho, aplicando alternativamente el literal 1 o 2 de la ley de uniformidad de
la igualdad.

Ejemplo6.1 -Uso de la ley de uniformidad.

x+10 =-6 Ejercicio dado
x+10-10 =-6-10 ley de uniformidad, restar 10 en ambos lados
x =-16 Simplificando

Se resta 10, porque es la cantidad con la cual se elimina el 10 del lado derecho, a fin de despejar la x. El efecto de la
ley uniforme, es que el 10 se transpone de lado, cambiando de sumar a restar.

Ejemploé.2 -Solucién de una ecuacién lineal.
X+8-2x-2 =3x-6 Ejercicio dado
x—2x-3x =2-8-6 ley de uniformidad
-4x =-12 Simplificando términos semejantes

-12
X =—r= 3 Ley de uniformidad

Comprobamos ahora, que el valor calculado sea efectivamente la solucién buscada.
x+8-2x-2 =3x-6  Ejercicio dado
3+8-213)-2 =33)-6 Reemplazar x con 3

3 =3 Simplificar en cada lado, sin transponer términos

Si se obtiene una igualdad, significa que el valor calculado, si es una raiz de la ecuacién.

Ejemplo 6.3 -Solucién de una ecuacién lineal con fracciones.

x—3 _ 2x+4
2 5

Ejercicio dado

5
5(x—-3) =202x+4) Simplificar en cada lado

10 (xT—3) =10 (Zx - 4) Ley uniforme, se multiplica por 10, que es el MCM de 2 y 5

5x—-15 =4x+8 Ley distribujtiva
5x-4x =8+15 Ley uniforme
x =23 Simplificando

Multiplicar por el MCM de los denominadores resulta conveniente, porque asi se eliminan las fracciones.
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Ecuaciones cuadraticas

Definicion 6.3 Ecuacion cuadratica o de segundo grado

Una ecuacién de la forma ax? + bx+c¢ =0, con a # 0, se conoce como ecuaciéon cuadratica

Segtin el teorema fundamental del dlgebra, una ecuacién polinémica de grado 2 tiene como maximo dos raices.
Las raices de una ecuacion cuadratica pueden ser reales o complejas.
Una ecuacién cuadratica puede tener: dos soluciones reales, una o ninguna.
Los procedimientos para resolver una ecuacién cuadratica dependen de las condiciones que establecen sus coeficien-

tes.
Cuando se resuelven ecuaciones cuadraticas, se emplea con frecuencia la siguiente propiedad.

Propiedad 6.2 Propiedad de multiplicacién por cero.
Si la multiplicacién ab =0 entonces a=0 0 b =0 o ambos a la vez

Procedimiento 6.2 —C6mo resolver una ecuacién cuadrética por factorizacién
1. Seiguala acero la expresion dada.
2. Se factoriza la expresién empleando las técnicas para factorizacién de trinomios de tipo cuadratico.
3. Se emplea la propiedad de multiplicacion por cero, igualando a cero cada uno de los factores.

4. Se resuelven las expresiones obtenidas, aplicando las técnicas para solucién de ecuaciones lineales.

Se denominan ecuaciones cuadraticas incompletas, cuando la expresién no tiene los tres términos enunciados en
la definicién.

Ejemplo 6.4 —Resolviendo una ecuacén cuadrdtica.
x*-16 =0 Ejercicio dado
(x—4)(x+4) =0 Factorizar la expresién

x—-4=0 o x+4=0 Propiedad de multiplicacién por cero

x=4 o x=-4 Resolver cada ecuacién

Otra forma de proceder en este ejercicio es x* = 16 = x = +v/16 = +4, con lo cual se llega a las mismas soluciones.

Ejemploé.5 -Resolviendo una ecuacédn cuadrdtica.
4x2-20x =0 Ejercicio dado

4x(x-5) =0 Factorizar la expresion

4x=0 o x-5=0 Propiedad de multiplicacién por cero

x=4 o0 x=5 Resolver cada ecuacion
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Ejemploé6.6 -Resolviendo una ecuacédn cuadrdtica.
3x>+2x-5 =0 Ejercicio dado
(3x+5)(x—1) =0 Factorizar la expresién

3x+5=0 o x-1=0 Propiedad de multiplicacién por cero

X=—= o x=1 Resolver cada ecuacién

En ocasiones las soluciones de una ecuacién cuadratica son nmeros irracionales, en estas situaciones la técnica o

procedimiento anterior puede no funcionar.
Este tipo de ejercicios se pueden resolver empleando la férmula cuadratica o general.

Propiedad 6.3 Formula General o Cuadratica
Las raices de la ecuacion cuadrética ax? + bx + ¢ = 0 estén dadas por la férmula

_ —b+Vb*-4ac

X
2a

Ejemplo 6.7 -Resolviendo una ecuacén cuadrdtica usando la férmula General.

3x2-5x+1=0 Ejercicio dado
a=3
Identificar { b= -5
c=1
—b+Vh2—
B= —b* Vb -dac Foérmula General
2a
s D ERY (-5)2-4(3) (1)
x= Reemplazar
2(3)
5+v13
x= g/_ Simplificar
5+v13 5-v13 )
X = - y X2 = 5 Raices

Toda ecuacién cuadrética se puede resolver empleando la férmula general, sin embargo, puede ser mucho maés
dispendioso este procedimiento, que buscar una factorizacién.

Propiedad 6.4 Sobre las raices de una ecuacién de tipo cuadrético.
1. La suma de las raices es igual a %.

2. El producto de las raices es £.
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6.3 Ecuaciones de tipo lineal
Definicion 6.4 Ecuaciones de tipo lineal

Son ecuaciones en las que luego de realizar un proceso de simplificacién, se obtiene una expresiéon de tipo
lineal.

La ecuacién de ejemplo que sigue, no parece ser lineal, por el término cuadratico.

Ejemplo 6.8 -Solucién de una ecuacién de tipo lineal.

x*+3x—-8=x*+2x+20 Ejercicio dado

3x-8=2x+20 Ley uniforme, simplificar x
3x-2x=20+8 Ley uniforme, tansponer términos
x=28 Simplificando

El proximo ejemplo muestra una ecuacién que no parece lineal, ya que la variable hace parte de un denominador.

Ejemplo 6.9 -Ecuaciones de tipo lineal.

X 4 .
A Ejercicio dado
xX+2 x+6

(x+2)(x+6) { -~ + 4 } =(x+2)(x+6) Ley uniforme, multplicar por el mcm de los denominadores

+2 Xx+6
X(x+6)+4(x+2)=(x+2)(x+6) Ley distributiva y simplificacién de fracciones
x*+6x+4x+8=x>+8x+12 Ley distributiva y producto notable
6x+4x—-8x=12-8 Ley uniforme
2x=4=>x=2 Simplificacién y ley uniforme

En los dos ejemplos, luego de una simplificacién, se llega a una ecaucién lineal.
En este tipo de ecuaciones, es fundamental comprobar que la raiz encontrada si sea efectivamente una solucién de la
ecuacién original.

6.4 Ecuaciones de tipo cuadratico

Son ecuaciones cuyo grado es par y mayor a 2, usualmente este tipo de ecuaciones se pueden resolver empleando
las técnicas que se anunciaron para resolver ecuaciones cuadraticas o por medio de una sustitucién de variable. Este
es un procedimiento por medio del cual se busca simplificar la expresién original con una sustitucién conveniente
qué conduzca a una ecuacién més simple.
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Ejemplo6.10 -Resolviendo ecuaciones de tipo cuadrdtico.
x*-3x2-10=0 Ejercicio dado

z2-3z-10=0 Con z=x?

(z—5)(z—2)=0 Factorizar la expresién

z-5=0 o z-2=0 Propiedad de multiplicacién por cero
z=5 o z=2 Resolver cada ecuacion

x*=5 o x*=2 Sustituir con z = x?

x=+v5 0o x=+v2 Resolver cada ecuacién

Ejemplo6.11 -Resolviendo ecuaciones de tipo cuadrdtico.

2x-1?+7@2x-1)+12=0 Ejercicio dado

Z22+72+12=0 Conz=2x-1

(z+4)(z+3)=0 Factorizar la expresién

z+4=0 o z+3=0 Propiedad de multiplicacién por cero
z=—4 o z=-3 Resolver cada ecuacion

2x—-1=-4 o0 2x—-1=-3 Sustituirconz=2x-1

X=—= o x=-1 Resolver cada ecuacion

6.5 Ecuaciones con radicales

En este tipo de ecuaciones se debe usar la ley uniforme, elevando al cuadrado o una potencia adecuada con el
proposito de simplificar los radicales.

Ejemploé6.12 —Resolviendo una ecuacién con un radical.
7-Vx—4=3 Ejercicio dado

—Vx-4=3-7 Despejando el radical

(—\/m2 =(-4)> Ley uniforme, elevando al cuadrado
x—4=16 Simplificacién

x=20 Ley uniforme
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Ejemplo6.13 -Resolviendo una ecuacién con dos radicales.

-V25+9x=3yx Ejercicio dado
V25+9x=3y/x-10 Despejando el radical mas complejo

(vVZ5+9x)° = (3y/x-10)°  Ley uniforme, elevando al cuadrado

25+9x=9x-60y/x+100 Simplificacién / producto notable

60v/x=75=>4y/x=5 Ley uniforme
(4v/x)* =52 Ley uniforme
16x=25=>x=22 Simplificacién y ley uniforme

Ejemploé6.14 -Resolviendo una ecuacion con tres radicales.

Vax+5-/x=vx+3 Ejercicio dado

(Vax+5-vx) = (Vx+3) Ley uniforme, elevando al cuadrado
(4x+5)—2v4x+5y/x+(x)=x+3 Producto notable / Simplificacién
—2¢/XVAx+5=—4x-2 Ley uniforme / despejando el radical
VXVAX+5=2x+1 Ley uniforme, dividiendo por —2
(Vxvax+5)" = (2x +1)2 Ley uniforme, elevando al cuadrado
Xx@x+5) =4x>+4x+1 Simplificacién / producto notable
4x2 +5x=4x>+4x+1 Ley distributiva

x=1 Ley uniforme

6.6 Sistemas de ecuaciones lineales

Cuando se tienen dos o mas ecuaciones con dos o més variables, se dice que es un sistema de ecuaciones.

Definicion 6.5 Sistemas de ecuaciones lineales.

Son los que se forman con ecuaciones lineales o de primer grado.

Cuando se busca la solucién de un sistema de ecuaciones lineales, se deben encontrar tantos valores como varia-
bles tenga el sistema. No siempre es posible hallar las raices, las ecuaciones en si mismas conducen a una contradic-
cion.

Un sistema se denomina compatible cuando tiene solucién, e incompatible cuando no la hay.
La solucién de un sistema de ecuaciones puede ser un conjunto finito o infinito de valores.
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Métodos para resolver un sistema lineal 2 por 2.

Procedimiento 6.3 —Eliminacién por sustitucion.
1. De una de las ecuaciones se despeja una de las variables.
El valor despejado se reemplaza o sustituye en la otra ecuacioén.

la expresién obtenida ha de ser una ecuacién lineal en una variable, la cual se debe resolver.

L

El valor obtenido en el paso anterior, se reemplaza en una de las ecuaciones originales para establecer la
otra variable.

Ejemplo6.15 -Solucién de un sistema por sustitucion.

{jﬁ 1 ;L/yz=910 EE ; Ejercicio dado

y=9-4x Ec.3  Sedespeja y dela Ec.2
3x+4(9-4x) =10 Reemplazar la Ec. 3 en la Ec. 1
3x+36-16x=10 Ley distributiva

-13x=-26 Ley uniforme

x=2 Ley uniforme

Ahora, se reemplaza el valor de x calculado, en la Ec. 3
y=9-4x Ec. 3
y=9-4(2) Reemplazando con x =2
y=1 Simplificando

La solucién del sistemaes x=2y y=1

La eleccién de despejar y de la Ec. 2, se hace porque es la variable cuyo coeficiente es 1, por tanto el depeje serd
muy simple.
Al reemplazar la Ec. 3 en la Ec. 1, se eliminé la variable y.
Procedimiento 6.4 —Eliminacién por igualacién

1. Despejar la misma variable de ambas ecuaciones.

Igualar las expresiones despejadas.

La ecuacién obtenida es una ecuacion lineal en una variable, la cual se debe resolver.

Ll

Reemplazar el valor anterior en las ecuaciones originales o preferiblemente en las ecuaciones equivalentes
que se obtuvieron en el paso uno, para establecer el valor de la segunda variable.
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Ejemplo6.16 -Solucién de un sistema por igualacion.

{iz 1 ;1/3;:910 EE é Ejercicio dado

&= i; 4; Ee.3 Se despeja y delas Ec. 1y 2
-3x

V=== Ec. 4

9-4x= 10 ; 3 Igualar las Ec. 3y 4

4(9-4x)=10-3x Ley uniforme, multiplicar por 4

36-16x=10-3x Ley distributiva

x=2 Ley uniforme

Reemplazando x =2 en las Ec. 1, 2, 3 0 4, se obtiene y =1.

Procedimiento 6.5 —Eliminacién por reduccion.

1. Multiplicar convenientemente las ecuaciones por un niimero real de manera que los coeficientes de una de
las dos variables, sean de igual valor pero de signo contrario.

2. Sumar miembro a miembro las dos ecuaciones obtenidas para reducir una de las variables.
3. La ecuacién obtenida es lineal en una variable, estd se debe resolver.

4. Reemplazar el valor obtenido en una de las dos ecuaciones iniciales.

Ejemploé6.17 -Solucidn de un sistema por reduccién.

3x+4y=10 5
R Ee.1 Ejercicio dado
4x+y=9 Ec.2
3x+4y=10 5
ey Ee.1 Multiplicar la Ec. 2 por -4
4x+y=9 por-4 Ec.2
3x+4y=10 5
R Ee.1 Operando en la Ec. 2 para obtener la Ec. 3
—~16x—4y=—36 Ec.3
3x—-16x=10-36 Sumar miembro a miembro las Ec. 1y 3
x=2 Simplificando / Ley uniforme

Reemplazando y resolviendo con x =2 en las Ec. 1, 2 0 3, se obtiene y = 1.

Se ha multiplicado por —4, porque asi se logra que la variable y en ambas ecuaciones, tenga el mismo valor
numérico pero con diferente signo.
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Sistemas de ecuaciones NO lineales

El procedimiento para la solucién de sistemas de ecuaciones no lineales, involucra todos los procedimientos
enunciados en la solucién de ecuaciones y sistemas lineales explicados hasta el momento. Loe ejmplos clarifican esta
idea.

Ejemplo6.18 -Solucién de un sistema No lineal.

2+ y* =180 ,
vy Be.1 Ejercicio dado
X—y=6 Ec. 2
X=y+6 Ec.3  Sedespeja x dela Ec. 2
(y+6)°+y2=180 Reemplazar la Ec. 3 en la Ec. 1

2 +12y+36+y*>—180=0 Producto notable / Ley uniforme

2y>+12y-144=0 Simplificacion
y2+6y-72=0 Ley uniforme, dividir por 2
y1=6yy=-12 Raices de la ecuacion

Ahora, se reemplazan los valores de y calculados, en la Ec. 3
cony; =6 con y,=-12
X1=6+6 Xo=—-12+6
x1 =12 X2 =—6

Sol. (12,6) Sol (-6,-12)

La Ec. 1 representa una circunferencia y la dos una linea recta, por lo cual la inteseccién entre ellas puede tener
un méximo de dos puntos, como en efecto ocurrié en este ejemplo.
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Logaritmacion.

Concepto de logaritmo

Ya se han definido seis de las siete operaciones aritméticas basicas, sélo resta por tratar la logaritmacién. Como
se ha mencionado anteriormente, existe una relacién entre las operaciones aritméticas, la multiplicacién es una suma
abreviada, la potenciacién es una multiplicacién, igualmente abreviada. Presentamos una figura que aclara la relaciéon
existente entre las operaciones potenciacién, radicacién y logaritmacion, tomando como base de la explicacién la
potenciacion.

Estas tres operaciones no cumplen con la propiedad clausurativa, asi que suponemos que en cada una de ellas es
posible calcularlas para ciertos valores de a, b y n.

b"=a 53 =125
Da la Potencia Potencia=125
En la Potenciacién

b es la base
n el exponente

a la potencia

Ya=b log,a=n Y125=5 log;125=3
Da la base Da el Exponente Base=5 Exponente=3

~_ ~_

Figura 7.1: Relacién entre Potenciacién, Radicacién y Logaritmacién

Segtn la figura, la potenciacién es una operacién que pregunta por la potencia, conocida la base y el exponente; la
radicacién busca la base, dada la potencia y el exponente y, finalmente, la logaritmacion trata de hallar el exponente
cuando se conocen la potencia y la base.

Si bien es cierto que los términos de cada operacién reciben un nombre diferente, la figura busca ilustrar la forma
cémo se deben comprender estas operaciones tomando como base la poteciacién, ya que es una operacion que se pue-
de evaluar aplicando la definicién de la misma (definicién 4.1), mientras que en el caso de las otras dos operaciones
puede resultar complicado de establecer la respuesta bajo ciertas combinaciones de los valores a, b y n.

Definicion 7.1 Logaritmacion

Sean a, by n Reales, con a y b mayores que 0y a # 1, se define log,, b asi

log, a = n siy solamente si b" = a
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En el logaritmo: b es la base, a el argumento y 7 el logaritmo

La expresion log, a se lee “Logaritmo en base b de a” y para determinar su valor sin usar calculadora debemos
apoyarnos en la potenciacién como lo muestra el ejemplo que sigue.

Ejemplo7.1 -Cdlculo de un logaritmo.

Calcular logaritmo en base 5 de 125 simbdlicamente log; 125

Buscamos un ndmero 7 tal que 5” sea 125; de nuevo descomponer en factores primos a 125 es titil para deter-
minar la respuesta, 125 = 5.

Ahora, nuevamente, se pregunta por un nimero n tal que 5" sea 5°, simbélicamente es 5" = 5%, con lo cual
resulta evidente que el logaritmo es n =3

7.2 Logaritmos decimales y naturales.

El ejercicio precedente muestra un procedimiento que permite evaluar numerosos ejercicios en los cuales hay
que calcular un logaritmo, y es descomponer en factores tanto el argumento como la base, de forma que ambos
numeros queden expresados como potencia de un mismo niimero, el siguiente ejemplo presenta una estrategia de
simplificacién de logaritmos.

Ejemplo7.2 —Cdiculo de un logaritmo.

Calcular log,,s 15
log,,s 15 Ejercicio dado

log,,515=x Suponemos que el logaritmo es x
log,;215=x Se descompone la base 225 como 15°

(15)* =15  Aplicacién de la definicién de logaritmo

5 =115 Aplicacién de potencia de una potencia
2x=1 Si las bases son iguales, los exponentes deben ser iguales

1 . :
x=- Se resuelve para x, que representa el valor del logaritmo pedido

Note que la descomposicién de la base fue 225 = 15% y no la descomposicion en factores primos 225 = 3%-5%, ya
que como se menciond anteriormente, esta estrategia se basa en expresar la base y el argumento como potencias de
una misma base, por tal motivo resulta mds conveniente la primer descomposicién.

Hay ejercicios en los cuales se requiere establecer la base, conocido el logaritmo y el argumento, veamos un
ejemplo.

Ejemplo7.3 -Cdilculo de la base en un logaritmo.

I Calcular la base b si log; 49 = 2
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log;,49=2 Ejercicio dado

b? =49 Aplicacién de la definicion de logaritmo
b? =72 Descomponer 49 como 72
b=7 Si los exponentes son iguales, las bases deben ser iguales y se obtiene la respuesta b=7

Veamos ahora cémo calcular el argumento de un logaritmo dada la base y valor del mismo.

Ejemplo7.4 -Cdlculo del argumento de un logaritmo.

Calcular el argumento a silog; a= -4
log;a=-4 Ejercicio dado

3%=a Aplicacién de la definicion de logaritmo

1
a=z Aplicacién de propiedades de los exponentes

1 1
a=or Efectuando las operacién indicada se obtiene que la base a es il

La logaritmacién no es una operacién clausurativa, es decir, dada una base a y una potencia b no siempre existe
un exponente 7 tal que log, b = n, ilustramos esta situacién con un ejemplo.

Ejemplo7.5 -Cdlculo de un logaritmo sin solucién Real.

Calcular el logaritmo en base 3 de -9 es decir log; -9
Se requiere un nimero 7 tal que 3" sea —9; NO se puede expresar —9 en base 3, ya que (-3)2=9y (3)> =9, por
tanto no es posible expresar —9 como una potencia de 3, asi que log; —9 no existe en los Reales.

El logaritmo planteado no cumple con las restricciones dadas en la definicién de logaritmo, pero justamente se
quiere ilustrar la imposibilidad de su calculo.

Como una consecuencia de las propiedades de la potenciacién y la definicién de logaritmacién, presentamos las
siguientes definiciones que permiten evaluar logaritmos de forma répida.
Definicion 7.2 Definiciones de Logaritmos

Sean a y x Reales, con a y x mayores que 0y a # 1, se define que:
1). log,1=0 yaquea’=1

2). log,a=1 puesa'=a
3). log,a*=x debidoa que a*=a*

4). a°«*=x Al usar la definicién de logaritmo se obtiene log, x = log,, x

En la definicion, el literal 4, se us6 la definicién de logaritmo de derecha a izquierda, es decir, expresamos la
potenciacién como un logaritmo.

Leyes de los Logaritmos.

Se listan ahora tres propiedades o leyes de los logaritmos que son de uso frecuente cuando se esta simplificando
una expresion.
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Propiedad 7.1 Propiedades de los Logaritmos.
1). Log. de un Producto  log, MN =log, M +log, N Esigual ala suma de los logaritmos

M
2). Log. de un Cociente  log, == log,M—-log,N  Esigual a la diferencia entre los logaritmos de M y N

3). Log. de una Potencia log, M° = clog, M Es igual al producto del exponente por el log. de la base

Las propiedades son igualdades que son verdaderas bien sea que se apliquen en una direccién u otra, los ejemplos
que siguen presentan la forma cémo se pueden emplear estas propiedades con el objeto de calcular el valor de un
logaritmo.

Ejemplo7.6 -Cadlculo de un logaritmo empleando las propiedades.

1
Calcular log, —
alcular log, -

log, % Ejercicio dado

log,1-1log,16 Aplicacion de la propiedad logaritmo de un cociente

0-log, 2* Aplicacion de la definicion 7.2 literal 1, log, 1 = 0, y descomponer 16 como 2*
—4log, 2 Aplicacién de la propiedad logaritmo de una potencia

—-4(1) Aplicacién de la definicién 7.2 literal 2, log, 2 =1

-4 Se obtiene que log, % =—4

Como se ha planteado anteriormente, existen diferentes formas de dar solucién a un ejercicio lo cual depende de

la forma y el orden en que se apliquen las propiedades. El ejemplo anterior se puede solucionar asi: suponemos que
1 _ : - g . 1

log, 75 = X, hay que expresar el argumento y la base como una potencia del mismo nimero, asi que expresamos 15

como 2% y ahora como 27%. La expresi6n inicial es log, 27* = x que usando la definicion de logaritmo se puede escribir

2% =271 si las bases son iguales, los exponentes son iguales, por tanto x = —4 como en el ejemplo anterior.

Ejemplo7.7 -Cdlculo de un logaritmo empleando las propiedades.

Determinar el valor de logg 4 +1ogg9
logg4 +1logg9  Ejercicio dado

logg [4-6] Aplicacién de la propiedad, logaritmo de un producto
log, 36 Efectuando la operacién indicada

log, 6 Descomponer 36 como una potencia de 6

2log, 6 Aplicando la propiedad logaritmo de una potencia

2 Ya que logg 6 =1 por la definicién 7.2 literal 2

Notemos que en el paso 2 se aplic6 la propiedad logaritmo de un producto de derecha a izquierda, es decir,
expresando la suma como un producto. Las tres propiedades anteriores se usaran con mucha frecuencia en los pro-
cedimientos que involucran logaritmos y se retoman en secciones posteriores de este libro.

Se han evaluado logaritmos con diferentes bases, vamos ahora a definir dos logaritmos que son de uso frecuente
en las matemaéticas aplicadas, estos son los logaritmos decimales y neperianos o en base e.



7.3 Leyes de los Logaritmos. 67

Definicion 7.3 Logaritmos Decimales y Neperianos

Sea a un Real positivo, se definen dos logaritmos especiales asi

Logaritmo Decimal Logaritmo Neperiano o en base e

log,pa=1loga log,a=Ina

La definicién expresa que cuando veamos un ejercicio como log100, este tendra base 10, al igual que In81 tendrd
base e.

Ejemplo7.8 -Cdlculo de un logaritmo decimal.

Calcular log 100
log100  Ejercicio dado
log10>  Se descompone 100 en base diez como 10?
2logl0 Aplicaciéon de la propiedad logaritmo de una potencia
2 Ya que por definicién log;;, 10 es 1

Cuando no se puede determinar un logaritmo haciendo uso de las propiedades en razén a que los niimeros a, b
y n no lo permiten, se puede emplear una calculadora de bolsillo. Hay en el mercado un gran niimero de marcas y
modelos, sin embargo, las calculadoras casio son las méas populares. De los modelos que se encuentran en el mercado
hay dos series, una es fx---ES y otra fx---MS. La primera serie posibilita hacer célculos aritméticos y presentar los
resultados en forma simbélica, ademas se pueden realizar operaciones con logaritmos en cualquier base. La serie
fx---MS s6lo permite realizar calculos de logaritmos decimales y neperianos. significa que en una calculadora de la
serie fx---MS, no se puede evaluar log, 9. Para realizar este cdlculo, vamos a recurrir a un procedimiento llamado
cambio de base, este procedimiento se formaliza en la siguiente propiedad.

Propiedad 7.2 Formula de cambio de Base.
Sean a, p y b Reales positivos con a, p diferentes de 1, el log, b se puede cambiar a una base arbitraria p aplicando

la siguiente férmula
log, b

log, b=
8a log,a

Ejemplo7.9 -Cambio de base de un logaritmo.

Cambiar la base de log, 64 a 8

Identificamos en el ejercicio dado que a =2, p =8 y b =64, por tanto se puede escribir que log, 64 = %I como

se pedia
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7.4 Simplificacion de Productos y Cocientes de Logaritmos.

Ejemplo7.10

log, 64 -log, 16

Evaluar
log,, 144

log, 64 -log, 16
log,, 144
logg 82 -log, 42

Ejercicio dado

o122 Expresamos el argumento y la base en funcién del mismo niimero, si es posible
0812

2.2
Z

2 Se simplifica la fraccién

Aplicamos la definicién log, a* = x

Para la base 8 y el argumento 64, el ntimero comtn es 8, asi que formulamos que 64 = 8%; se procede igual con las
demés parejas.

7.5 Ecuaciones exponenciales

Este tipo de ecuaciones se pueden identificar porque ka variable hace parte del exponente de una expresion.
No hay técnicas especificas como las que se emplean para solucionar una ecuacién cuadrética o lineal, debido a la
cantidad opciones que hay de para simplificar la expresién o escribirla de forma equivalente a traves de las leyes de
los exponentes.

El ejemplo presenta uno de los tantos métodos, el cual se base en la busqueda de bases iguales en ambos lados de la
ecuacion.

Ejemplo7.11 -Solucién de una ecuacién exponencial.

1 x+3

973% = [— Ejercicio dado

27
(33 = (373" Expresando las bases como potencia de 3
376% =373+ Ley de expentes
—6x=-3(x+3) Bases iguales, entonces expoenentes iguales
—6x=-3x-9 Ley distributiva
3x-6x=-9=>-3x=-9 Ley uniforme
x=3 Ley uniforme / Simplificacién

Hay ecuaciones exponenciales en las que se debe recurrir a una sustitucién conveniente.
y
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Ejemplo7.12 -Solucién de una ecuacién exponencial, con cambio de variable.

25V% - 124(5V%) = 125 Ejercicio dado
(5ﬁ)2 -124 (Sﬁ) —125=0 Ley uniforme y de expoentes
u?-124u—125=0 Con u=5Y%
(u+1)(u-125)=0 Factorizando
u=-1 u=125 Resolviendo la ecuacién
Y7 =1, 5Y¥=125 Reemplazando con u =5V~
5V = 50 5V = 53 Leyes de exponentes
Vx=0 Vx=3 Bases iguales, entonces expenentes iguales
x=0 x=9 Ley uniforme, elevando al cuadrado
Sol. x=9

Al verificar con el valor x = 0, se puede establecer que No es una solucién de la ecuacién 25V~ —124 (5\/}) =125,ya
que no se cumple la igualdad.

7.6 Ecuaciones logaritmicas

Este tipo de ecuaciones se pueden resolver en su mayoria, simplificando a un sélo logaritmo en ambos lados de
la ecuacion.

Ejemplo7.13 -Solucién de una ecuacioén logaritmica.

logg3+logg (x+6) =2 Ejercicio dado
log; [3(x+6)] =2 Ley de logaritmos
62=3(x+6) Definicién de log. como exponencial
36=3x+18 simplifacacién / Ley distributiva
x=6 Ley uniforme / simplificaciéon

Sol. x=6

Desde el paso tres, se pudo continuar asi logg [3 (x +6)] = log 36 = 3 (x +6) = 36. Lo cual nos permite establecer la
solucioén.
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Hay ecuaciones exponenciales, en las cuales se debe emplear logaritmos, para obtener su solucién.

Ejemplo7.14 -Solucién de una ecuacién exponencial.

(53,7)° = 6,95
log (53,7)* =10g6,95

xlog53,7 =10g6,95

log6,95
X =

log53,7
x=0,486704

Ejercicio dado

Ley uniforme, log en ambos.
Ley de logaritmos

Ley uniforme

Simplificacién, usando una calculadora



8.1

8.2

Inecuaciones

Ley de orden, concepto de valor absoluto

El conjunto de los ntimeros reales es un conjunto ordenado. Siempre es posible que al comparar dos ndmeros
reales cualesquiera se cumpla s6lo una de las siguientes condiciones.

Propiedad 8.1 Ley de tricotomia
Sean a y b ntimeros Reaales, entonces se cumple una y s6lo una de las siguientes relaciones.

1. a>b
2. a<b
3.a=b

Existen otros dos simbolos de relacién que son condicionales, ya que se debe cumplir una y sélo una de las rela-
ciones enunciadas.
La expresion a < b significa que a < b o bien a = b. De la misma manera si a = b, entonces a>b o a=Db.

Definicion 8.1 Valor Absoluto de un Niumero Real

Sea x un nimero Real, entonces se define el Valor Absoluto de x como

X six>0
x|=40 six=0
-x six<0

Propiedades de las desigualdades

Propiedad 8.2 Ley de monotonia.

1. Si a ambos miembros de una desigualdad se suma o resta una misma cantidad, la desigualdad no cambia
de sentido y sigue siendo verdadera.

2. Si a ambos miembros de una desigualdad se los multiplica o dividen por un mismo ndmero real positivo,
entonces la desigualdad no varia y sigue siendo verdadera.
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3. Si ambos miembros de una desigualdad se los multiplica o divide por un mismo ntimero negativo, la
desigualdad cambia de sentido.

4. Sise suman miembro a miembro dos o mas desigualdades del mismo sentido, el resultado es una desigual-
dad del mismo sentido.

5. Si se multiplican o dividen miembro a miembro varias desigualdades del mismo sentido cuyos miembros
son nimeros reales positivos, se obtiene una desigualdad del mismo sentido.

6. Si ambos miembros de una desigualdad son elevados a una misma potencia impar, el sentido de la de-
sigualdad no varia.

7. Si ambos miembros de una desigualdad se elevan a una misma potencia par, siendo los dos miembros
numeros reales negativos, se obtiene una desigualdad de signo contrario.

8. Si a ambos miembros de una desigualdad se les extrae una misma raiz de indice impar, se obtiene una
desigualdad del mismo sentido.

8.3 Desigualdades lineales

Definicion 8.2 Desigualdades lineales

Son inecuaciones que luego de simplificarse conducen a una expresién de la forma ax+ b > 0.

La expresion puede contener cualquiera de los simbolos de inecuacién.

Resolver una inecuacién lineal consiste en establecer todos los valores de x que satisfacen la inecuacién, es decir,
que la convierten en una desigualdad verdadera.

Las soluciones de una inecuacién se expresan por medio de intervalos, los cuales son un conjunto de ndmeros
reales.

Propiedad 8.3 Tipos de intervalo.
1. Intervalo abierto: (a, b)
2. Intervalo Carrado: [a, b]

3. Intervalo semiabierto: (a, b] o [a, b)

Procedimiento 8.1 —Resolver una inecuacién lineal con una incégnita
1. Se efectian todas las operaciones indicadas en la inecuacién.

2. Se aisla la variable, normalmente en el miembro izquierdo de la inecuacién y las constantes en el lado
derecho de la misma

3. La expresion resultante es una expresion que denota el conjunto solucién de la inecuacién

La solucién de una inecuacién se puede presentar de 3 maneras: simbdlicamente, en la recta real, como un
intervalo o mediante un conjunto.
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Ejemplo8.1 -Solucién de una inecuacién lineal.
2(x—-3)+5<5-x Ejercicio dado

2x-6+5<5-x  Ley distributiva

2x+x<6 Ley de monotinia
3x<6 Simplificacién
x<8=x<2 Ley de monotonia, dividir por 3

La ley de monotonia es el equivalente a la ley uniforme de la igualdad. En el segundo paso, se suma 6 en ambos
lados de la inecuacién, 2x—6+6+5<5-x+6 = 2x+5 <5—x+6. De la misma manera se resta 5 y se suma x, para
obtener 2x + x < 6.

Figura 8.1: Intervalo Solucién

La figura representa el intervalo solucién (—o0,2).

8.4 Desigualdades NO lineales

Este tipo de inecuaciones presentan expresiones algebraicas mucho més complejas, es decir, pueden aparecer ex-
presiones de tipo cuadratico cubico, de grado cuatro o fracciones algebraicas.

Hay béasicamente dos estrategias de solucién para inecuaciones no lineales. Ambas estrategias tienen como primer
paso factorizar la expresién y compararla con cero.

Procedimiento 8.2 —Andlisis de signo.
1. Determinanar los ceros de cada uno de los factores de la inecuacién.
2. Ubicar los ceros en la recta real, la cual queda dividida en intervalos segtin estos ceros.
3. Asignanar valores de prueba para establecer el signo que toma la inecuacién en ellos

4. Segun la condicién sea mayor, o menor que 0, se toman los intervalos en los cuales la inecuacién cumple.
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Ejemplo8.2 -Solucién de una inecuacién cuadrdtica.

(x+2) (x—1) > 0 Ejercicio dado

Intervalo De —coa -2 De-2al Delaoco
Valor de prueba x=-4 x=0 x=5
Signo de (x+2) (x—1) (-4+2)(-4-1)=10 0+2)(0-1)=-2 b5+2)(6-1)=28
Positivo Negativo Positivo

La condicién es que la expresién sea mayor que cero, por lo tanto los intervalos solucién deben ser donde el
signo es positivo.

Sol. (—o0,-2) U (1,00)

Los intervalos son cerrados, porque la inecuacién es estrictamente mayor que cero.

Ejemplo8.3 —Solucién de una inecuacién racional.

x(x+3)
(x=2)

=0 ejercicio dado

Intervalo | De —coa -3 De-3a0 Deo0Oa?2 De 2 a co
Valor de prueba | x=-5 S =7 x=1 x=4
. x(x+3) —5(=0+3) 7 —2(=2+43) _1 1a+3) __, 44+3)
Signo de x—2) (=5-2) 10 (=2-2) 2 (1-2) (4-2)
Negativo Positivo Negativo Positivo

La condicién mayor igual a cero, implica que el conjunto solucién incluya los valores donde la expresion x(gf_g)
sea cero, esto es cuando x =0 o —3, por tanto la respuesta es:
Sol. [-3,0] U (2,00)

No se puede incluir el valor 2, debido a que la expresion es No definida, dado que el denominador se hace cero.
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